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高 等 代数 是 数学 专业 的 重要 基础 课 。 高 等 代数 主要 包括 多 项 式 及 线性 代数 
两 部 分 ,而 线性 代数 又 是 理 、 工 医 \ 农 .经 济 等 学 科 的 基础 课 。 高 等 代数 (包括 线 
性 代数 ) 的 特点 是 习题 类 型 多 ,内 涵 丰 富 , 变 化 复杂 ,难于 概括 和 统一 处 理 。 有 时 
尽管 概念 与 理论 已 经 学 懂 , 但 面 对 某 些 习 题 却 感到 无 从 下 手 。 

本 书 编写 的 目的 在 于 针对 学 生 学 习 高 等 代数 的 困难 ,为 他 们 提供 在 解 题 的 
方法 与 技巧 方面 的 一 把 入 站 钥匙 ,也 为 那些 准备 报考 硕士 研究 生 的 学 生 提 供 帮 
Bh ,本 蔬 也 可 作为 高 等 代数 和 线性 代数 的 教师 参考 书 。 

本 书 分 九 章 ,每 章 包 括 巷 本 知识 \ 例题. 习题 习题 答案 与 提示 等 四 节 , 其 中 
基本 知识 一 节 简 要 地 概括 了 该 章 的 有 关 概 念 和 定理 ,例题 一 节 中 二 、 三 十 道 例题 
将 本 章 的 各 种 类 型 的 方法 对 应 的 典型 问题 展示 出 来 ,其 中 不 乏 有 多 所 高 校 的 硕 
士 生 入 学 试题 。 许 多 例题 提供 多 种 解法 ,并 且 对 二 有 启示 的 例题 题 后 附 有 “点 
评 ”, 起 到 画龙点睛 的 作用 ,在 纷 绒 的 论述 与 计算 中 ,抽象 出 本 质 性 的 规律 ,并 指 
出 处 理 这 类 问题 常用 的 方法 ,尽量 有 可 操作 性 。 习 题 一 节 包 括 了 各 类 重要 方法 
的 练习 题 。 对 例题 的 各 种 方法 掌握 后 ,一般 做 本 书 的 习题 不 会 有 太 大 的 困难 , 何 
况 每 章 的 最 后 一 节 者 编 有 习题 的 答案 与 提示 。 

本 书 可 作为 北京 大 学 数学 系 编 4 高 等 代数 》( 第 三 版 ) 和 张 禾 瑞 、 郝 锁 新 编 《4 高 
等 代数 )( 第 四 版 ) 的 学 习 参 考 书 ,其 中 北京 大 学 数学 系 编 《高 等 代数 》( 第 三 版 ) 中 
增加 了 “ 双 线 性 型 与 辛 空间 ”一 章 , 相 应 习题 的 内 容 将 在 本 书 修订 时 予以 增补 。 

本 书 的 编写 人 员 是 多 年 从 事 高 等 代数 教学 的 教师 ,来 自 多 所 高 等 学 校 , 书 中 
许多 素材 来 源 于 他 们 的 教学 经 验 与 积累 。 本 书 第 一 章 由 李 师 正教 授 编 写 , 第 二 
章 和 第 九 章 由 高 玉玲 教授 编写 ,第 三 章 和 第 五 章 由 李 桂 荣 教 授 编 写 ,第 四 章 由 刘 
学 觅 教授 编写 ,第 六 章 和 第 七 章 由 张 玉 芬 教授 编写 ,第 八 章 由 王 彩云 副教授 编 
写 ,全 书 由 李 师 正教 授 统 稿 。 | 
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一 、 数 域 与 数 环 


1. 1) 数 域 是 一 个 由 某 些 复数 组 成 的 集合 已 , 它 包 括 0 和 1, 且 P 中 的 任意 
两 个 数 的 和 、 差 . 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 然 是 Р 中 的 数 . 

2) $ KRZA A HZU QO KOR R 和 复数 域 C. 

2. 数 环 是 一 个 由 某 些 复数 组 成 的 非 空 集合 R, H. R 中 任意 两 个 数 的 和 、 
Е Е R 中 的 数 . 

3. 所 有 的 数 域 都 包含 有 理 数 域 , 数 域 总 是 数 环 . 整 数 环 是 数 环 但 不 是 数 域 . 

二 、 一 元 多 项 式 环 

1. 设 忆 为数 域 .如 下 的 表达 式 称 为 数 域 P 上 的 (一 元 ) 多 项 式 

f(z)=a,z" +а, z + +a, 

HP as,a, a3, ,as EP, ax 称 为 Fz) 的 第 :次 项 ,ai 称 为 i 次 项 系数 .如 果 
a, 关 0, 则 f(z) 的 次 数 为 n , 记 为 9( f(z))=n. 零 多 项 式 无 次 数 . > 

2. f(z) 和 g(x) 相等 当 且 仅 当 对 应 系数 相等 . 

3. 多 项 式 的 和 、 差 运算 归结 为 对 应 系数 的 和 、 差 .多 项 式 的 乘法 运算 归结 为 
逐 项 相 乘 后 合并 同类 项 .加 法 和 乘法 适合 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 UBER. 
4. ЖЕ Р 上 的 所 有 (一 元 ) 多 项 式 的 集合 称 为 已 上 的 一 元 多 项 式 环 , 记 为 
Р[ х1. | | | 


三 、 多 项 式 的 整除 性 


1. 带 余 除法 : 设 f(z),g(z=)C€ P[x],gCx)60, ША BJ (х), r(x)€ 
P[z], Œ | 
fíx)-aq(x)g(x)tr(x), 
其 中 r(z)=0 或 a(r(z))<a(g(z)),r(z) 称 为 余 式 ,aq(z) 称 为 商 式 ， 
2. 整除 : 设 f(z),g(+)€ P[+]. 如 果 有 aqa(z)EPLzri, 使 f(x)= 
° ] ° 


q(x)g(z), 则 称 sg(z) 整 除 f(x), 记 为 g(xz)| f(x). 

3. 最 大 公 因 式 : 

1) 设 f(x),g(x)EPLzj,ada(x)EP[zj 称 为 f(z) 和 а(х) ЮЕ КАН 
式 , 如 果 d(xz)|f(z) 目 4(х)|ве(х), ШЖ Alr) f(x B пса) 802), 则 
A h(x)ld(x). 

2) f(x) fll g(x) 的 最 大 公 因 式 а(х) НОМУН КА, HARA 
f(r) 和 g(x) 的 组合 , 即 有 xz(z),z(Cz)EPLz] ,使 

d(x)9 u(x)f(x)*v(x)g(x), 

其 中 и(х)Яй oc) BR SESEROR ER ARE 2n LAE а(х)Ж f(z)# (х) 
公 因 式 , 且 4(z) 可 表 为 f(x) 和 g(x) 的 上 述 组 合 形式 , 则 а(х) 6 f(z) 和 
g(zr) 的 最 大 公 因 式 ， | 

3) f(x BI в) ЕЕЕ АЕ ЕИ ТЕШУ ТЕЙ 8 ü 
(f(x), E Cr SUN НАЯ СЯ 1 的 最 大 公 因 式 . 

4. HÀ | 

1) f(x), cO € PLE ORE, 如 f(z) 和 和 s ORA ERRARE 
式 , 记 为 (f(x),g(x))=1. 

2) (f(z),g(x))=1: 当 且 仅 当 存 在 u(x),v(xz)€EPlzj， 使 

u(x)f(x)*v(x)g(x)71. | 
3) 如 果 ( f(x),g(z))=1,f(z)lg(x)h(z), fCx) lh Cc). 
4) WIR f (x)ig(zx), 02018027, (Р, (х), f2(x)) 21, fA C) р(х) 
g(x). 

5. 不 可 约 多 项 式 : | 

1) 在 数 域 P 上 次 数 之 1 的 多 项 式 р(х) Р 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 如 果 它 
不 能 表 为 数 域 P 上 两 个 次 数 低 于 3《p(z)) 的 多 项 式 之 积 

一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 的 .| 

2) 设 p(x) AROR P 二 的 不 可 约 多 项 式 ， F(z) 是 Р 上 任意 多 项 式 则 
p(z=)| f(z=)8K(f(z), p(xz))=1 俗 有 一 一 式 成 立 . 

3) š p(xz) 为 P 上 的 不 可 约 多 项 式 , f(x)， ву PL] p(s) | F(a) 
glz), W p(x)l f(x) 8 р(х) (х) £2 — XAR V. 

6. KRDA HER: a P 上 次 数 之 1 EA E F(z) 可 以 唯一 一 地 
分 解 为 数 域 P 上 一 些 不 可 约 多 项 式 的 乘积 -所谓 唯一 性 是 指 如 果 有 两 个 分 解 式 
(х) = р, (х) pix) b, (=) = q((z)q,(z)' q (x), 

JE Z D == : ,并且 适 当 排 列 因 式 的 次 序 后 有 
mE b. (z)= cq (z),i=1,2,: s 
其 中 ci(i=1,2,…，,5) ,为 非 零 常数 . 
‚2. 


7. 重 因 式 :不 可 约 多 项 式 p(xz) 称 为 多 项 式 f(z)ÉJ k ERR, WR р (т) 
整除 f(x), 但 р (xz) 不 整除 f£(z). "4 k = 1 时 ,p(z) 称 为 多 项 式 f(x) 的 单 因 
式 , 当 上 1 时 ,p(xz) 称 为 多 项 式 f(x) 的 重 因 式 . 


四 、 重 要 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 


1. 复数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 是 且 仅 是 一 次 多 项 式 . 

2. 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 是 且 仅 是 一 次 多 项 式 和 判别 式 A<0 的 二 次 多 
nx. 

3. 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 : 

1) 有 理 数 域 上 的 多 项 式 可 以 表 为 一 个 有 理 数 与 一 个 本 原 多 项 式 之 积 , 且 除 
了 一 个 正 负 号 外 是 唯一 的 .本 原 多 项 式 是 指 系数 互 素 的 整数 系数 多 项 式 . 

2) 高 斯 (Gauss) 引 理 : 两 个 本 原 多 项 式 之 积 仍 是 本 原 多 项 式 . 

3) 非 零 的 整数 系数 多 项 式 如 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 有 理 系 数 多 项 式 的 
乘积 , 则 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

4) ЯН (Eisenstein) IE : 设 

f(z)= a,x" + a, m +e +a, 

是 一 个 整数 系数 多 项 式 ,如 果 有 一 个 素数 p ,满足 条 件 :p 整除 a,_,,… ,a。,p 不 
整除 < p 不 整除 a ,那么 F(z) 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 


五 、 多 项 式 的 根 


1. 余数 定理 与 因 式 定理 : 

1) 余数 定理 :用 r-a 去 除 多项式 f(xz) ,其 余 式 为 常数 fla). 

2) 因 式 定理 ;a RASA /с н ЧН А x 一 a ER f(x). 

2. 重 根 : | 

1) 如 果 z-a 是 Fz) 的 & 重 因 式 , 则 a 称 为 f(z) 的 上 & 重 根 . 

2) ЖЕР En 次 多 项 式 在 P 中 的 根 不 多 于 ”个 ( 重 根 按 重 数 计算 ). 

3. 有 理 根 : 设 F(z)= a,z" + а„.үх" +…+ao, 是 一 个 整数 系数 多 项 式 ， 
ris 是 f(z) 的 有 理 根 ,(r,s)=1, 则 s|a,,riao. 当 a,=1 时 , f(z) 的 有 理 根 都 
是 整数 , 且 为 a, WAF. | 

4. 根 与 系数 的 关系 : 设 /(х)=т" taux" teta, EPI], fC) ERR 
P Жп “а, ,as a, WE 


a, ъа tta, —a,, 


(410; taraz t * +а, a, 7 a,, 
> CA， асса, 一 ( – 1)'а, (所 有 可 能 的 1 个 根 之 积 的 和 )， 


a 02 an = ( — 1)'a, l 

“六 、 多 元 多 项 式 与 对 称 多 项 式 

1. 设 了 是 一 个 数 域 z, Жуз? Ж, 是 文字 , 形 如 ari x2… zr* 的 式 子 ,其 
中 аЄР,®,,Ё,, k, 是 非 负 整数 , 称 为 P 上 的 一 个 ”元 单项 式 . 

2. 数 域 P 上 有 限 个 元 单项 式 的 和 , 称 为 数 域 P 上 的 一 个 n 元 多 项 式 . 

3. EUR P 上 全 体 n 元 多 项 式 的 集合 称 为 数 域 P Ел 元 多 项 式 环 . 

4. 数 域 PP 上 的 一 个 n 元 多 项 式 f(x, ,zx, ) ,如 果 任 意 交 换 两 个 文字 的 位 
E ,多 项 式 不 变 , 则 称 为 对 称 多 项 式 . | | 

5. 下 面 的 ”个 多 项 式 称 为 初等 对 称 多 项 趟 ， 

G = ху tux t'et y, 


Oz = x,X5 f T X; H T Z, (Z, 5 


O, = TX!1 Ta Lp. 
6. 对 称 多 项 式 基本 定理 3 数 域 P 上 的 任意 元 对 称 多 项 式 都 能 上 唯 一 地 表 为 
切 等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 


$12 M B 


例 1 与 出 包含 /5 的 最 小 数 环 和 最 小 数 域 
解 4 А={2т+пу2|т, zaE2Zi.A 是 一 个 数 环 ， 事实 上 ， А&@. V2m 
+ n42,2m, t n, 42€ A, 
(2m + n/2) + (2m, + п, 02) -2(m £ m) + (nt n N2€ A, 
(2m + n42) (2m, + п, 42) - 20mm, + ппу) + (2mn, t2m,nX2€ A, 
显然 /2=0+1Y2E€ A. 另 一 方面 ,如 B ЖУ, E/2€ В, 
/2+-.+/2€ B,-/2=0-/26 B, 
(7-42) *-- € C-42)€ B, 


В n42€ B,n€Z.ii2—(/2) EB, WHERE B 中 ,因而 ACB.A 是 包 
含 V2 的 最 小 数 环 . 
-latb42|a,b€QI. P У, S3: E,0,1I€ P. Vat bd2,c 
d42€ Р, WI 
(atb4/2) + (с+ач2) (atc) + (bt dW2€P, 
(a +b /2)(c + 4\2) = (ac * 2bd) + (ad + bcW2€ P. 
i c + d 720, 


a + b/2 _ (a+b/2)(c -- d42) _ 
с+4а/2 (с+ау2)(с-а/2) с SX 


设 下 为 含 V2 的 任意 数 域 , 易 见 РСЕ, 已 是 含 V2 的 最 小 数 域 . 
点 评 ”包含 /2 的 最 小 数 环 是 指 一 个 数 环 A ,适合 /2E A , 且 如 果 一 个 数 环 B 
包含 /2, 则 АСВ. ЫИ. 
例 2 设 F(z) 是 数 域 P 上 的 多 项 式 , 如 Ya,b€EP, 都 有 
f(atb)-7 f(a) + fb), 


— ae - 2bd) + (be — ad 42)]. 


W| f(z)= kz ,k € P. 
证 阴 证 法 1 d (х) = az t a r+a MYuEP, A 
f(2u)9» fíut u) = и) + f(u) - 2f(u), 


0— f(2u)-2f(u)72'a,u' + + 2ауи + ау 2а,и" —-:-2a,.u-2a, 
= (2° – 2)а и" ++ + (2? - 2)а, и - ao, 
于 是 а, =: = аз = а= 0. (х) =ах.% k = a, , Uli f(x) kx. 


证 法 2 设 Fz)=az+…+aiz+ao ЊЕ f(t)= f(t+0)= f(t)+ 
f(0,V:€P З. РЖ f(0)=0, 即 а, = 0, 
fí(x)-"a,x't'-ta,zx. 
f2) = 1+5 2f(1),f(3) = f(2) + f(10  3f() , Ри) = nf(1). 
É (1) = 2,48 
№1) = а; tat: +а, = 6, 
702) 24:12 a to PIU (D 
f(n)= na, + n'a, t: + n'a, = nk, 
线性 方程 组 (1) 的 系数 行列 式 是 范 德 蒙 行列 式 ,不 等 于 0,(1) 只 有 唯一 解 : 
a =k ,a, = =a,=0. 


所 以 f(z)= kz ,k C P. 


点 评 本 上 题 是 由 多 项 式 的 性 质 来 刻画 多 项 式 的 一 个 典型 问题 .证 法 1 通过 
性 质 构 造 一 个 多 项 式 恒 等 于 零 ,推出 系数 全 为 零 ,得 出 结论 .证 法 2 利用 解 方程 
组 得 出 . 
例 3 证 明 实 数 域 上 多 项 式 | 
Кх) = х + pr + qz + r 
аза. ауын p 34r,q-734 2 (5033 次 方 
根 ) 
证 明 没 FG) - (g(z))° , Ml р(х) ARKEMA. B g(z)=az+p, 于 是 
х? + рх” + ох += (ах + b) = a` z? + За? bz° + Зар’ z+ b°. 
对 比 系数 ， 1H а =1,ЗаЬ = p,3ab = qub =r. 
解 得 2-1,p-35,q-35 b - Jr. 1$ p=37r,q4=3 V r. 
反之 , 设 条 件 成 立 .p =3Y7,g =3Vr. 则 显然 
f(z=)=(xz=+/r). 
点 评 ”这 类 问题 解法 基于 符 定 系数 法 ， 即 两 多 项 式 相等 当 且 仅 当 对 应 系数 
相等 ,转换 为 方程 组 求解 . | 
例 4 KEHRA k,l, m 适合 什么 条 件 时 ,zx + kz +1|z* + Iz” + m? 
解 ” 解 法 1 用 带 余 除法 ,可 得 
х*+1х*+т =(х*+Ёх+1)(х°—-Ёх + (Ë + 1- 1))+ 
k(2-1- &)z *(m*1-01- b). 


ES mij 24 EL M H 
| fk 2-1-6 0, 
| 1 )= (1) 
т+1-1- = Ü 
时 ， 
х? кра +1 6i m. 


条 件 (1) 等 价 于 


n MR | 
{= m+]1, i-2-k. 
解法 2 记 z+ 1а + т (х + Ек +1) (х + p= + q), 

比较 系数 ,得 方程 组 

kt p=0, 

kptqtl-i, 

'kqt p=0, 

9 = т. 


H p= —k,q= т ,得 k(m = 1) = 0,8 А -0 € m=1. 40 k=0, W Z= m + 16 


m =1, 1-2 — k° , ВНАУ 4 
k =), m =1, 
Sa ash 
[= m+], 一 2 一 大 


х thàxtlix'tidx^ + m. 
AF ”证明 一 个 多 项 式 g(z) 整 除 一 个 多 项 式 FAz ) ,对 于 其 系数 已 基体 给 
出 时 ,通常 可 采用 带 余 除法 : f(x)= g(x)g(x)+ r(xz), 整 除 性 等 价 于 余 式 
r(z)=0. 或 利用 待定 系数 法 ,形式 地 与 出 
f(x) = бх) (х), (2) 
3(q(x))-8(f(x))-98(g(x)).qCa ЮЖНЕ, Ш (2) W Wa D Ж 
数 , 解 出 方程 组 , 当 且 仅 当 该 方程 组 在 相应 的 数 域内 有 人 解 时 ,g(xz)| f(x). 
B5 若 (zx 一 1)|g(x"), 求 证 (x 一 1)| g(x"). 
证 明 证 法 1 因为 


时 ， 


| (z=—1)|g(x"), 
由 因 式 定理 得 g(1")=0, 即 g(1) 20, X 
(r-1)lg(x), 
于 是 存在 多 项 式 hlr), fE 
(x-1)h(x)-7g(x). 
有 xr IÑ z , Í 
(z"—1)h(x=")= g(x" ). 
Bp 
(2" -1)12(х"). 
证 法 2 zx” -1 及 个 不 同 的 复 根 ,中 全 部 n КАНУ a aa, Tff 
g(a’)=g(1)= g(1")=0,i1=1,2,.…,n. 
Вр а, ,a,,…,a, 是 g(x") 的 根 ,因而 
(z"—1)|g(z"). | 
点 评 证 明 一 个 多 项 式 g(z) 整 除 多 项 式 р(х), Е f(x) 和 g(xz) 的 系数 未 
具体 给 出 时 ,可 采用 以 下 方法 : | 
如 果 g(z) 无 重 根 , 且 g(z) 的 复 根 全 部 都 是 f(z ) 的 根 , 则 g(x)| flx). 
事实 上 , 设 g(x) 的 根 是 .al ,as ,…，,ax , 则 可 表 为 


g(r)-a(x-a,)(r-aj)-(xr-2,). 


f(a)=0, ¿=1,2,- k. 


vr ROTG) i=1,2,.…,k, 
HT 2-а, La, zr a WD H SR LEN 
(z-—aj)(z-—a,)'(z-aj)| f(x), 
Fl р(х) 1 f(x). 
B] 6 设 KERES REC ++i) lr ay]. 


证 明 证 法 1 C+ tl a = Hi = 二 LVY3i, 它 们 是 三 
次 单位 根 ,将 w ,i=1,2 RA xz" + (z F1)" ER, fg 


а + (о +1) ат? (а) от д2 0201 02") 0,3 =1,2. 
因而 整除 性 成 立 . 

证 法 2 XP 进行 归纳 . 

当 n=0 时 ,显然 成 立 . 

设 n = k 时 ,结论 成 立 , 推 证 当 2 = k + 1 时 也 成 立 . 这 时 

rt (at) O = tata 

= дЗ (ав +1) ( +1): + (+ 1)2*' 

= r(t (е +1) в (авн ев 1) (е +1)2* 
ВП | 
(х2 + +1) ltt + (+1). 
于 是 结论 成 立 . 

АЎ 证 法 1 与 例 5 中 证 法 2 道理 相同 , 因 z + xz +1 无 重 根 ,其 根 都 是 
z" + (z+1)*'! 的 根 ,从 而 推出 结论 .证 法 2 使 用 归纳 法 ,适合 某 些 含 整数 n 
的 证 明 题 . | 

例 7 求证 (x +1)|l(zx +z t0 z +1). 

证 明 证 法 1 在 实数 域 上 xz +1 不 可 约 ,但 x*+1 与 x*+x*+…+zx+1 
显然 有 公共 复 根 i, 它 们 在 复数 域 上 有 公 因 式 x -i, 因 而 不 互 素 ,所 以 在 实数 域 
上 也 不 互 素 .由 不 可 约 多 项 式 的 性 质 ,z-+1 整 除 z + z 9 +1. 

证 法 2 用 带 余 除法 , 余 式 等 于 零 . 

证 法 3 z +1 的 根 为 +i, 无 重 根 , 圭 i UE tatt- ect z+ 1 的 根 , 因 而 
求证 的 整除 性 成 立 . mE 

点 评 ”证 法 2 和 证 法 3 前 面 已 讲 过 . 

证 法 1 主要 利用 不 可 约 多 项 式 的 性 质 .不 可 约 多 项 式 p(x) 与 一 个 多 项 式 
f(x) 之 间 只 有 两 个 关系 , 即 р(х) 1 УСЕ) 9 (р(х), f(x) = 1, ШЕЖЕ Pm 
者 ,就 可 推出 整除 性 .而 p(xz) 与 F(z) 不 互 素 当 且 仅 当 在 复数 域 中 它们 有 公共 
根 . | 

例 8 Bfr) glr), hir) ЖЕ P 上 的 多 项 式 , 且 有 

OB 


(xta)f(x)t(x-*b)g(x)-2 x^ * c)h Cx), (1) 
(х-а) (х) + (2-Б) р(х) = (rx +e)h(r), (2) 
其 中 a,b,cEP,a#0,aÆb,c #0. 3R iE хл + c 是 f(x) 和 和 g(x) 的 公 因 式 . 
ПЕЕВ 由 (1) - (208, af (x) + bg(z)=0, 
f(z)= - g(a); 
(1) + 022,8 


2(х*+с)һ(х) = х(/(т) + #(х))= agr), 


Bj 
| (z +c)|zg(z), 
[B (22 + с, х) = 1, 
(x^ + с) а(х), 
H Ж, 
(x + с) 1 f(x). 

点 评 这 一 证 明基 于 互 素 多 项 式 一 个 重要 性 质 , 即 如 果 ( (x),g(x))=1， 
f(z)|g(=)h(xz=),WMJ /(х)|А(х). 

例 9 ig (x)-(xt1)"-zx"-1,.25 m 为 何 正 整数 时 (zx + z + 1) | 
ga Cx)? 

解 x trti 的 根 为 三 次 单位 根 a ,а, (Иб), НҒ w+1= - а?, і = 
1,2. 如 果 有 上 述 整除 关系 , 则 

(Tz-a) (rz-a) lg, (rz). 
Fl о, (xz) 有 重 根 a ,a,， 
g (rz)=m(rt+1)” -m |, 
则 有 | 
g,(ai)7 g,(a,)=0, в „(а) = 6 „(а,)=0. 

而 对 于 i=1,2， 

е„(ае)=(а,+1)”-а"—1=(-а;)"—а'—1=(—1)”@?”—а/—-1, 

gi (а) = m(— a)” '— та" ma? [(-1)" a” ' -1]. 

因而 应 有 
| (-1)” е; =1, 
Ше '=1([е;, 52 -1),(-1)" 7 =1, 83| т 1,21 т -1, Ий m = 6k + 
1,& 为 非 负 整数 . 

反之 , 设 m=6k+1,k 为 非 负 整数 . 则 对 于 i=1,2, 由 于 


g, (a, = (1) "а" а" -1= а?" а" -1= - о т-а -1=0. 
E „(а;) = ma; 10-1)" a” -1]-0. 
因此 a) ,a, № g, (x) 的 重 根 ,而 (x 一 a1) 与 (xz 一 a,) ER, WMC + z + 1) 
=(ж—а,) (x 一 a,) 整除 g(x). 所 以 , 当 目 仅 当 m=6k+1 时 ,(zx?+xz+t+1)| 
gn (=). 

AF 这 里 利用 了 互 达 多 项 式 的 一 个 重要 性 质 : 如 果 fi (x)lg(z)， 
f,(z)|g(z),(fi(z),f,Ç(z=))=1,W| ур (Е) Р (х) (ебх). ЕЕН КТЕ 
上 是 很 重要 的 . 

本 题 使 用 了 证 明 一 次 式 的 方 帘 (xz - a) 整除 某 多 项 式 f(z) 的 方法 , 即 只 须 
证 明 f(a)=0, 了 (a)=0,…,f (a) 2 0,3XHJ a 为 f(x) 的 至 少 & 重 根 . 

例 10 设 4 为 f(z) 的 3 重 根 ,g(x)= f(x)t(a-x)f (x),uEB] a 是 
g(xz) 的 3 重 根 . 

证 明 Wf(x)-(x-ay)fi(x).fi(a)9, 

f (x)93(x-aYfi(x)t(x-aY) f(x), 
g(x)-(x- a) file) — (z=-—a)f(z)=(z-a)[-2f,(z)—- (z — Dfa. 
因而 
(z-a) а(х). 
但 如 果 (z -aa) |g(x), 则 
(z—a)||-2fi(z)-(z=-a)f  (2)], ——— 
与 f(a) 关 0 #8. (х 一 a) 不 整除 g(z),a 为 g(z) 的 3 重 根 . 

点 评 为 证 < 是 gsg(z) 的 3 重 根 , 须 证 (z-a) 1g(z),(z-a) 不 整除 
(хх). 

例 11 ЖИЕ: 数 域 P En 次 多 项 式 f(x) 适合 f G1 f(x) 当 且 仅 当 

/\х)=а,(х- xo) ag € P. 

“证明 证 法 1 充分 性 .如 f(z)= alr- n0". f (z) = па, (= - 
zo)” .显然 (zx)|f(x). | 

必要 性 . 设 Fb fG), met. 可 取 a, 70; 8t f(z=)Z0,J f Ca) ER 


f(z ) 的 商 应 为 一 次 多 项 式 ， 首 项 系数 为 二 , 故 
Ge Cea) f Ca). 
两 端 求 导 ,得 п (х) = ff(z=)+(x-— rdf (x), R 
f(x) = — Mf (x)= on rc joe sU p) sav zo)", 
. 10. 


Е a, A /(х) AL. 
证 法 2 充分 性 同 证 法 1. 
必要 性 ”如 f(z)=0, 显 然 结 论 成 立 . 设 (х) 1 f(z),Ə9(f(x)) = 
9(f (x)) * 1,18 
f(x)-a,(x-x)f (x),a, ,x, € P. 
TARBCKFG) FK Ox)) =а, fF (x) iP a, № f Cx) B9) B 99 25 28 BJ £8] Ж. DRE ПП 


fix 
EFE = (5 Zo). 
CIE oy Fr(z) 有 相同 的 不 可 约 因 式 ,所 以 f(xz) 的 不 可 约 因 式 


只 能 是 r-ri 及 它 的 非 零 常数 倍 . 而 f(z) 的 次 数 为 nn, 所 以 /(х)=а,(х-— 
xo) ,ao 为 f(x) 的 首 项 系数 . 
点 评 证 法 1 基于 待定 系数 法 及 求 导 法 则 ,证 法 2 基于 待定 系数 法 及 f(x) 


与 yt 地 -加 CzyJ 有 相同 的 不 可 约 因 式 的 人 性质 


例 12 求证 (f(x),g(x))=1 当 且 仅 当 (f(x)+ gC x), fCÉ x2)g(x)) 7 1. 

证 明 证 法 1 设 (f(z),g(zx))=1, 假 如 f(x)+g(x) 写 f(x)g(x) 不 互 
素 , 则 有 不 可 约 公 因 式 plr), A р(х) 1 (е) а(х), Ш p(xz)lf(x) 或 p(x)| 
glr), P р(х) f(x), XB р(х)!(/(тх)+ g(xz)), 推 出 p(xz)lg(xz), 因 
而 p(xz) 是 f(x) 和 g(xz) 的 公 因 式 , 与 f(x),g(x) 互 素 了 矛盾 .因而 /(х)+ 
g(x)58 }/(\х)к(\х)Н Ж. 

反之 , 设 (f(zx)t+g(zx),f(xz)g(zx))=1, 则 有 w(xz),wv(z) 使 

(f(x)+g(x))u(r)+ f(r)g(r)v(r)=1, 


Bp 
f(x)u(x) + g( x) CuC x) + f(x) v(x)) 51, 
因而 | 
(f(z),.g(x))-71 
证 法 2 WOf(x).g(xr) = 1, ШЯ ulr), vlr) Æ u(x)f(x)- 
ví(r)g(x)-l. 
因而 | | 
|» u( x )(f(x)* g(x)) + (v(x)- u(x))g(x)71, 
(Хх) + g(x),g(x))71, 
同样 | 
(f(z)+g(x), f(x))=1, 
所 以 


. D ` 


(f(z)+g(z=),f(z)g(x))=1, 
反之 , 设 绪论 成 立 , 则 有 多 项 式 x(z),v(Cz), 使 
u(x)(f(x)* g(x)) * v(x)(fix)g(x)) 71, 

于 是 (u(x)+t+ v(x)g(x) f(x) + u(x)g(x)2 1.BlmC у(х), в(х)) = 1. 

AWF ”证明 两 个 多 项 式 f(z) 和 g(x) 互 素 ,可 利用 其 充 要 条 件 : 存 在 u (x) 
Tl v(x)ff u(zx)f(x)* v(xz)g(x)=1. 也 可 用 反 证 法 , 即 假设 存在 不 可 约 的 公 
因 式 ,利用 不 可 约 多 项 式 的 性 质 , 推 出 结果 . 

例 13 б у(х) = х^" +25" 一 23z +z 225 + 090, р(х) = х" + z — 
6(n >22), їЕ:( (х), 5(х)) =1. 

证 明 用 g(x) 除 f(xz), 得 

/(х)=р(х)(х"+х-17)+(х-12), 

g(12) 关 0, 故 (g(x),x 一 12)=1, 因 而 (f(x),g(7x))=1. 

AE She baa 一 个 方法 .要 证 f(z) 和 g(x)5, 9, п] 
用 其 中 之 一 除 另 一 个 ,得 余 式 r(z). 这 时 , f(z) 和 gz) 的 所 有 公 因 式 也 是 
g(z) 和 СО, 因而 只 须 证 后 者 互 素 .本 题 中 ,r(z) 是 一 次 式 ,总 是 不 
可 约 的 ,不 可 约 多 项 式 与 任 一 多 项 式 的 关系 只 有 两 种 :要 人 么 整除 ， RAER, 可 以 
用 因 式 定理 验证 是 否 整除 .否定 了 整除 即 可 肯定 互 素 . 

例 14 求 1, 使 f(x)=x -3r +z 1 AER. 

S (=) = Зх? бх +1 ' 选 :使 f 5f 8583, 即 f 写 六 有 公共 根 . 


| f(z)= (3s -Mrecos (4-1) Q+. 
f(z) 5 请 (x) 的 公共 根 ,也 是 r(x)- - 1): - DIR. 


1190,0 х= -元 是 "ба ) 的 根 . f|- z)^ 3x4 *3*1:-0, { = 


-15 «1, 1=0,H :=3m,r(z)=0,F(z)1/(2). f (2)5 RER. 


总 之 , 当 且 仅 当 +=3 或 -于 时 ,f(z) 有 重 根 ， 


点 评 ” 一 个 多 项 式 有 重 根 , 当 且 仅 当 多 项 式 f SENSAS TER, AM 
在 复数 域 中 有 公 根 ,可 以 通过 带 余 除法 验证 余 式 的 根 . 2 
|15 求证 :多 项 式 f(z)= z tax" "t b(n > m >0)12 8 Жи T 28 
非 零 复数 根 . | 
ПЕВ: f'(x)-x'""'(nx"t(n-m)a).i a 关 0, 则 广 (z) 的 非 堆 根 是 


L0 omg, 次 方 根 , 这 些 根 都 是 单 根 ,所 以 FOR IESEIS BUB ,因而 f(x) 
А 12 . 


没有 高 于 二 重 的 非 零 根 . 
如 果 a=0, 则 f(x)- r" +b AEA 6 —0,W EUR EE LE 0750, 0 f(x) 
根 只 有 单 根 , 这 些 单 根 由 -2 BJ n KAREAR 当然 也 没有 高 于 二 重 的 非 零 
根 . 

因而 f(x) 没有 高 于 二 重 的 非 零 根 . 

@ 16 记 d(x)=(f(xz),g(z)), 求 证 а(х") = CFC x D gC" )). 

证 ”由 于 已 知 条 件 ,存在 а(х), (х), 

d(x)-7u(x)f(x)* v(x)g(x) (1) 
H х" 1,19 
а(х") = и(а") а") * о(х")д\х'). 
又 显然 
d(x')lf(x'"),d(x'")!g(x"), 
因而 
а(х") = ( Р(х"), ба" )). 

点 评 由 dzy)=(fzjyg(z)), 可 以 推 知 ,存在 多 项 式 и (х), vlr), fi 
(1) 成 立 . 另 一 方面 ,但 仅 有 (1) 式 尚 不 能 得 出 结论 .而 如 果 同 时 #(х')ж f(x") 
和 р(х") К, aire fOx )8 gr )m S X A BX. 

6/17 将 f(z) 简 记 为 f. 设 fi, f. g. gI, 为 非 零 多 项 式 ,是 (f.,g;)=1.i， 
j= 三 1,2. 求 证 :(fig1,fig2)= (fi, gio gi). | 

证 明 证 法 1 id, 5)7 di. (6,8) = 4,, (figis Ре.) d. VEN 
d.|d,d,ld.Bi T Cfi, gi) 1,8 (4, ,4,) =1. 4,4, 1а. 

5—Jim,mTadlfigo"Sd-fz.flfi.glg- 

HAC , 6) = 1, (7, в) = 1.8 flfog, f flf. Xm flf M fld, 
同 理 ç | d, .因而 

|. d=fgld,d,. 
H d,d,,d, 首 项 系数 均 为 1, 故 d = d d,. 
证 法 2 (7, р) =4,,(2.,8) = 4,,18% did;,|fig1,did2|f;g2. 由 于 
存在 多 项 式 xi ,zi u, u ,使 
u firtu f. d,, (1) 
ив tUg: 7 d,, (2) 
(fi,g)=1 i,j71,2. 
m | 
(fifo, 8182) 1, 
从 而 存在 多 项 式 u,v, IE 
. 13 А 


ufi fz t og g+ = 1. (3) 
(1) (2) (3) H3 48. 
(uiu; uf, Ў, + uz vyufs + uius vgi g t ио vg figi t 
(u,v,uf* + uo v, fif; + и; v, ugi + v US VE1E2) fagi = dida. 
又 显然 
did,lfigididslfigi. 
X 
= did = (figi fagi. | 

点 评 ШЕЕ1Ж ИШЕ УШЕН. БИЕ 4,4, 整除 fig, 和 f, g, 的 最 大 公 
На, іН 4|4,4,. 

证 法 2 基于 d( x) = (у(х), g( x) МАХ 4 (x20 f(x) B. а(х) 18(х), 
同时 可 表 da(z)= x(z)F(z)+w(z)g(z) 这 一 性 质 .证 明 过 程 中 利用 互 素 及 整 
除 的 有 关 性 质 . 

例 18 设 A(z) 和 “ҮТ P 上 的 多 项 式 ,ai,azyaiy a € P, B a,a, 
—a,a,>0,3K uk: 

(a, f(z)+a,g(z), afla) + ag i) = GO, g(x)). 

证 明 证 法 1 Wf, ga H.W4ad(x)iÉEa f(x)* 
а, в(х) а, (х) +а, р(х) T A WX. 

HK, B Һ(х)Ж Мс наа „ловон вда 如 
Ж 

a f) t aug D = t(z)h(z) m — (1) 
fr es) seen | (2) 
(00x(-a,)*t(2Xa,,8 
(a,a,— а,а,)в(х) = (~ ayt(x) t a, sCx)) h Cx). 
由 于 2a,a,-a,a,70,BTEA h Cx) р(х). | 
同样 可 证 A (x) | flr), ВАТТ h(z)Ë f(z) 和 g( 工 ) 的 一 个 公 因 式 ， B hr) 
ld(x). ҒЖ | 
(a, f(x) + a; g(x),a, } (х) t aug(x)) = а(х). 
证 法 2 设 (f(z),g(x))= 4(х), РЕЖЕ u(x),v(x)€ P[<],## 
u(z)f(z=)+o(z=)g(z=)=d(zx). 
а(х) ВЖЕ a, f(x) + a р(х) а, f(x) + a.gC x). Bl aia,- azas #0, W 
1 


ауа, аза; 


(a,u(z=)-—a,o(z))(a f(x) * a;g(x)) + 


. 14 ` 


— J as(z)-a,u(z))(a,f(z) ta,g(x)) 
= u(x)f(x)tvw(x)g(x)7 d(x). 
* U) = = 
则 显然 
О(х) (а, f(x) ta;g(x)) + У(х)(а,/(х)+а,к(х))=4(х). 


1 


104 а) 


(a.u(z)-a,o(z)),V(z)=-— - (a, v(x)-a,;u(x)) 


因而 
(a; f(x)ta;g(r),a,f(x)ta,g(x)) = d(x). 

A 证 法 1 利用 最 大 公 因 式 定 义 证 明 . 证 法 2 利用 wa(z)=(FCz)， 
gU x)) 4HA X5 d(xz) 是 f(z) 和 g(xz) 的 公 因 式 且 d(x) 表 为 Р(х) р(х) 
组 合 这 一 性 质 . 

例 19 i f(x) 为 次 数 大 于 和 零 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 则 f(z) 是 一 个 不 
可 约 多 项 式 方 帮 的 充 要 条 件 为 :对 任意 多 项 式 g(xz) 必 有 (f(x),g(x))=1 或 
ХЕ т, р(х) 1р" (т). 

证 明 ХЕ. (Е) КОЈ £ M р(х) ЮУ, В /(х) = 
加 (z). 对 于 任 一 多 项 式 g(xz), 如 果 p(z) 不 整除 g(x), 则 (f(x),g(x))=1. 
ШЖ p(x)lg(z), 则 f xg"). | 

充分 性 .假如 (Е) ЖЕ ПКА BJ 2g d НЛ AVE RE /(х)= f, (>) - 
f(r), (fi(z), f(z))=1, 且 fi у, 次 数 均 小 于 f 的 次 数 . 取 (хт) = 
fit x), MCF) gC x). fr) PER о" (z) ,与 已 知 条 件 矛 盾 . 因 而 flx) 
是 一 个 不 可 约 多 项 式 的 方 宕 . 

例 20 设 m HERS, Fx) g(z) 为 数 域 P 上 的 非 0 多 项 式 , 求 证 : 
g"(x)f"G)e9g(x)lf(x). 

ШЕЕ 证 法 1 ADE. В glr) (=), WEE р(х) (х) = р(х), а" (x) 
q (х) = р" (x), Не" (х) f”), 

必要 性 . 设 g”(z)|f”"(z), 故 有 h(xz)E€ PLzj, 使 


f(r)=h(r)g” (х) (1) 
^4 а(х) = (f(z),g(xz)), 设 | 
Кх) = fi(x)d(x), р(х) = р, (=)4(=), (2) 
则 
(fi(z=),g,(z))=1, 
从 而 


Cfi (х), ат (x)) 71 (3) 
将 (2) 代 和 人 (1) ,得 
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Р(х) а" (х) = а(х) ат (x)d" (x). 
由 于 d(xz) 关 0, 因 而 gi (х) fr Cx). EG), Ж е, (х) = c#0€ P, FË gx) 
= cd(x), 
d(z)=c р(х), g(x)| f(z). 
证 法 2 充分 性 同上 一 证 法 . 
必要 性 .将 f(r),g(z) 分 解 成 不 可 约 多 项 式 之 积 , 不 妨 设 
(х) = аури Gr): pe Cx), 
g(x)-bypt(x)ps(x), 
其 中 kj k t 为 非 负 整数 ,各 po Cx ) J& B J # OS 18] r] 2 ZR Bi 
IN, aob € P. | | 
f” (х=) = ag рт x) bx), 
в") = bi pii(x) pi^ (z), 
H g” (х) 1" (х) ,18 . 


Ш g(x)| f(x). 

点 评 证 法 1. 在 证 g(x)|f(zx) 时 ， 通过 证 明 (g(z)， 7(z)) 与 5(z) 至 多 员 
差 一 个 零 次 多 项 式 因 子 来 实现 .为 证 明 这 一 点 ,可 将 f(z) 和 g(x) 各 分 解 为 最 
大 公 因 式 与 多 项 式 у, (х) е, (х) 2,10 fi(z)5 g (=) н (НЖЖ e (z) 
|f (z), FÉ gr (xz) 为 零 次 多 项 式 ,从 而 证 明 g EKETA. EA 2 利用 了 
唯一 分 解 定理 及 不 可 约 多 项 式 的 性 质 . 

例 21 设 F(z) 为 多 项 式 ,如果 (2) fir), 8А f(z<) 的 要 只 能 是 零 可 
单位 根 . 

ШЕ BB T"""""-*v"'"L*-*"'(----—-—!—--- 
是 f(x" HR FE f (a^ ) = 0, а" Efl) KR. EETA, a) = a" 也 是 
f(z) 的 根 , 于 是 得 到 Га НЫР, 


„2 
а, а" a” | ° 


由 于 f(z) 的 根 有 限 , 必 然 存 在 >j ,使 


这 样 以 来 
а" (а С” -1) = 0, 
得 到 a =0 йе" ^" =1,8 а 为 一 个 单位 根 . 
点 评 ” 当 一 个 多 项 式 整除 另 一 个 多 项 式 时 ,前 者 的 根 都 是 后 者 的 根 ,这 是 本 
题 的 主要 立足 点 . 
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例 22 i f/(z)=(x-a,)'(z-—a,)'(z-a 2 +1,# P а,,а,,'”›а, 
是 互 不 相同 的 整数 ,证 明 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

uEBB 候 如 f(z) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 则 它 在 整数 环 上 也 可 约 , 即 可 表 为 

Рх) = g(x)h(x), 
其 中 g(xz) 和 h(xz) 为 整 系数 多 项 式 , 旦 次 数 比 2n 小 .g(a,) 和 有 h(a,;) 都 是 整数 ， 
i-]1,2,,n,.H. 
fla;)= g(aj)h(a;) 71, 

因而 g(a,;) 和 h(a,) 同 为 1 或 同 为 -1. 

另 一 方面 ,对 每 个 实数 z 而 言 , f(x) 总 为 正 数 , 即 fr) AER, М glr) 
和 h(x) 都 没有 实 根 . 如果 g(a,)=1, 而 某 个 gla) = 一 1,j 关 i, 则 由 多 项 式 限 
数 的 连续 性 ,g(z) 必 有 实 根 ,矛盾 .因而 g(a,),…,g(a,) 只 能 同时 为 1 或 同时 
为 - 1. 同样 地 ,h(al)),…,h(a,) 也 只 能 同时 为 1 或 同时 为 -1. 而 对 1=1,… 
n,g(a;) 与 h(a,;) 应 同 为 1 或 同 为 -1, 从 而 可 知 g(xz) 一 1 与 h(x) 一 1( 或 痢 
g(xT)+1 与 h(x)+1) 至 少 各 有 1n Ва ,а,, а, ,但 它们 次 数 之 和 等 于 
F(z) 的 次 数 22 ,因而 g(z)-1 5 A(z)- 1X gx) t1 5 Ax) 1) RE 
n 次 多 项 式 . 设 

g(xX)-1=c(r-a)'(r- a,), 
h(z=)-1=d(zr-a,)'(z-a,),c,d 是 整数 ， 
(或 者 上 两 式 左 端 分 别 为 g(z)+1 与 h(x)+1), 则 
f(x)=g(r)h(r) 
-cd(x-a,):-(xr-a,) *(c*td)(x-a,)(x-2a,)*1. 

(或 者 上 式 右 端 第 二 项 前 取 减 号 . ) 比 较 系 数 ,得 cd = 1,0 * d -0, н cd — 1I, 
c,d 同 号 ,与 c+d=0 了 矛盾 .因而 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . | 

点 评 ШЕННЕ # 2⁄2 £h K ТЕ ЭЯ ЖИЫ ER n] £3 , ER SE # RW HB ЖЕРК, W Ж! 
用 待定 系数 法 , 按 反 证 法 的 思路 证 明 . 因 为 整 系数 多 项 式 在 有 理 数 域 上 可 约 必 然 
在 整数 环 上 可 约 ,假定 其 表 为 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ,推出 下 盾 . 

例 23 设 f(z)= x°'+ az +ear+c 为 整 系数 多 项 式 , 且 ac + bc 为 奇数 . 求 
证 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

证 明 ШЖ f(z) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 则 f(z) 在 整数 环 上 可 约 , 因 f(z ) 为 
3 次 多 项 式 , 这 时 必 有 一 次 因 式 , 设 

f(z=)=(xz+u)(z + vurt w), 
其 中 u,v, w 为 整数 ,于 是 c= иш АН 
ac t bc 7 (a * b)c 
是 奇数 ,因而 ato 和 c 均 为 奇数 ,于 是 wx, 都 是 奇数 ,FL1)=1+(zat+pb)+c 
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为 奇数 ,但 F(1) =(1+z)(1+z+z) 为 偶数 ,矛盾 ,所 以 F(z) 在 有 理 数 域 上 不 
可 约 . | 

AF 前 项 系数 为 1 的 三 次 或 二 次 多 项 式 的 不 可 约 性 等 价 于 有 整数 根 ,或 
有 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 的 因 式 .利用 比较 系数 和 整数 的 整除 性 质 , 可 推 
th 7F JA. 

例 24 求证 ， 次 数 大 于 零 的 有 理 系数 多 项 式 都 可 表 为 两 个 有 理 数 域 上 不 可 
约 多 项 式 之 和 . 

证 明 首先 , 设 f(z) 为 整 系数 多 项 式 , 令 

| f(z)=a,z" ++ "tarta, п221,а,50. 

1) ao=0 时 , 取 一 个 素数 р. р(х) = pf(z)+x + р, >л, jk BJ HH JC d 

斯 坦 判 别 法 ,g(xz) 不 可 约 ,h(z)= x + p 也 不 可 约 . 这 时 可 表 


f(x)= eG) + [- AC) 
2) a 0 时 , 取 素 数 р 不 整除 ai ,p>>2, 作 
р(х) = р(х) += + p(p-2)a,, >п. 


gr(z) 的 常数 项 为 bao + р(р- 2) а, =a p(p 一 1), p 不 整除 as pCp - 1), 
这 时 gCx)fE muss pRSRihnx)xrtpp-2)a, 也 不 可 约 . 可 表 


f(z)= (z) + | -54(z)). 


其 次 ， B (ози. 存在 非 零 整数 > ,使 mf( 工 ) 为 整 系数 多 
项 式 . 可 表 为 
"сак, об, 


a (2) v( 工 ) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， f(x) = = Lule) + -Lo(z) BUS BOR. 


H25 设 复数 。 是 某 个 非 零 有 理 系数 多 项 式 的 根 ， WREN с. 为 根 的 有 至 

акамдин 
| = |f(z)€Q[z]l (c) = 0}. 

求证 J 中 存在 唯一 SENE T 1 的 Q 上 不 可 约 多 项 式 pen). 使 对 任 
EH f(z=)€C J,p(=z)| f(x). 

证 明 由 于 题 设 JZ 2. р(х) J 中 次 数 最 低 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 
3X ,那么 p(xz) 必 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 事实 上 , 设 在 有 理 数 域 上 上 分解 
为 р(х) = Һ(х)А(х), А p(c)=h(c)k(c), 由 p(c)=0O Я, Ah (c) = 0 3 
k(c)=0, 即 h(xz) 或 k(xz) 属 于 J 而 p(x) 在 本 中 次 数 最 低 , 故 h(z) 和 (xz) 中 
必 有 一 个 与 p(z) 同 次 数 , 即 р(х) RIS. 

任 取 f(x)E€J, 设 
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fix) p(x)g(x) + r(x), 
9(r(x)) <9(р(5)) E r(x)-70.B /(с)=0,р(с)=0,# AI r Ce) =0.[ m 
r(x)€J.fBstl c(z)750,Bl2(r(x)) <9(р(2)), 5 р(х) J НИЖЕ 
А.Р (5) = 0, plr) (2) Ë) р(х) ЩЕ). SESC Е, р, (=) EJE 
是 次 数 最 低 旦 首 项 系数 为 1, 那 么 р, (2) р(х), р(х) р, Cr), fz p (z) = 
р(х). 
点 评 首先 证 明 p(xz) 的 存在 ,这 基于 自然 数 最 小 原理 ,其 次 ,证 明 p(x) 有 
给 定 的 整除 性 质 即 р(х) Ј 中 所 有 多 项 式 的 公 因 式 ,这 通过 带 余 除法 实现 .最 
后 ,由 相互 整除 性 证 明 崔 一 性 . 
例 26 rrer, ENET tar +…+az+a =0 的 根 , 证 
BB:r..0..0.x, 的 对 称 多 项 式 可 以 表 为 zx, (和 关 0) 与 ea， ,ay， 的 多 项 式 . 
证 明 :因为 z. ,zx,,… ,XxX, ED Ex ta + +a, a xta, =0 的 根 , 所 
以 
o= x, tæt T Z, = — a), 


0; — LyX T Lja t + X, 444,7 5, 


c,—zxQx,"r,-7(-1)'a,. 
关于 x ,zx3，… z, ЁЛ Ж Ж DR Ф,,#,, $. 5, 
ф, =s, хуф-,,Ё =1,2,°°,п, 
(-1)'$,-a, +а ху ton taa xi o t xi, k=1l,2, n. 
由 此 可 知 ,z,,… ,XxX, 的 对 称 多 项 式 可 以 表 为 xz Maara, 的 多 项 式 . 
例 27 (х) = (=х- ж) (х r) elr- z.) = z' -or + + + 
(-1)'o,, F s—^xitrx5tec4irt(R-0,102,-). | 
证 明 1) = (5) = (зл ts m "++. Z+ s )f(z)+ g(x), 其 
中 g(z) 的 次 数 < Rgl) = 0. 
2) 由 上 式 证 明 牛 顿 (Newton) 公 式 : 
$,7 сузар 055, 5 t 77 (1) o s + Co ko, = 0,5 1S bn; 


$,—980,5, 1 t t C 1)'o,s,., 0E T Bn, 


证 明 1) 由 假设 Gc- 4. 


) 
+T 一 并， 


H 
i] T 


i 二 


rtt! п HUÉ — yć?! п PL 
+l 7 — — i + i 
xz f'(x)e У; LG) > — f(x) » = гУб) 
= > (хт b xai teet ri) f(r) + g(x). 
i=] 
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п Ë +] 
i 


其 中 g(z)= У) 一 f(zx) 是 一 个 次 数 <n 的 多 项 式 或 g(x)=0. 所 以 
i f (z) = (зол tsxr + +s )f(z)+ р(х). (1) 


2) HT f(x)9z'-o,x" te +(-—1)'o,, 
x f(x)-zx'"'(nx"'-(n-1)o,x" 2 *-- *(-1)""!o, ,). (2) 
E (1), (2) 215 
(som tsir 5 tet) x'-er 5 ctect(-1)9s)tg(x) 
= ж (nr '-(n-l)e,x"'"*^----*(-1)" e, ,). 3) 
M ben 时 ,比较 (3) 式 两 端 含 zx" LEUR HI дӘ(е(х))<п RE хл" 
项 ,所 以 (3) 式 左 羡 x^ 项 的 系数 为 
$,—5-.,0019* 7t (—1) la as + (7 E) S, 
而 (3) 式 右 端 含 z" 的 项 只 有 一 项 ,系数 为 (-1) (n-k)o,. BELA 
$,—5, 191 t t (7-1) lo, s + Olosa (7 1)! (n — E)o,. 
S, 0,5, I * 023, 5 to t (1) o, 5 + (7 1)'5o, = 0, (4) 
ПУ А> п 时 ,(3) 式 右 端 所 有 项 的 次 数 都 >>n, 所 以 含 x" 的 系数 为 0, 而 
(3) ZE л" 的 系数 为 5, -cars-i+…+( -1)"cs -因而 


$,—8,5-.1 t t (7-1)'0,5,., = 0. (5) 


81.3 J kÑ 


1. WH :Zli]= ia + bila,bEZI 是 数 环 , 且 是 包含 i 的 最 小 数 环 :Q(i)= ia 
+ bila ,bEQ 数 域 , 且 是 包含 i 的 最 小 数 域 . 
2. m ,p,q 适合 什么 条 件 时 ,有 
1) х? + тх -11 х + pz + q, 
2) x! + mx +1 х‘ + рх? + q. 
3. 用 综合 除法 把 f(x) 表 成 x 一 a BARA , Вр А 
f(x)-b(x-a)'tbí(x-a) te + b, 


IE X: | 
1) f(xz)2zx'-2x^*3,2,- -2; 
2) fízx)2zx'*2ir!-(1*Dzx^-3x*7*i,x,7 -i. 


4. uEHH:z2+1 整除 f(z)= (cos $ + rsin $)" — cos пф ~ xsin n$. 
5. E р(х) = х? + (1+ t)z? +2х + 2и, р(х) = х" + tz + и 的 最 大 公 因 式 
是 一 个 二 次 多 项 式 , 求 t.u 的 值 . 
6. uFHH:((f(z)h(z),g(z=)h(=<=))=(/f(xz),g(=))h(x=),(h(<)8HBHB J 
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系数 为 1). 


7. 如 果 FG СОЖ а [ЛО с, ER) 
. 设 数 域 P ЖЛ f x)5gO BIS Kat IK а(х), ВЕНН: 227 
Айз Ы ЫН JOJI Рх) gU x) КАВ. 

9. ix р (х), 5, р, (х), в lz), e, g, (Xx) 都 是 多 项 式 , 而 且 (f (x)， 
г. (х))=1(1= 1,2,6, m; j = 1,2,5, n), ЖИЕ: (filr) f (x) gi (х) 
g,(x))=1. 

10. ЕВН: р(х ) 是 次 数 大 于 零 的 多 项 式 ， 如 果 对 于 任何 多 项 式 f(x), 
glz), H р(х) 1 Сх) (х) АИФ р(х) fCéx)s р(х) gCx) SB A px) 
是 不 可 约 多 项 式 . 

11. 证 明 次 数 >0 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 f(z) 是 某 一 不 可 约 多 项 式 的 方 
徊 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 多 项 式 g(x),h(z), 由 р(х) а(х) А( х) АИ 
推出 f(x)ig(z), 或 者 对 某 一 正 整 数 m f(x) A" (x). 

12. R 1 值 使 f(x)=x -3x “+tx 一 1 有 重 根 . 

13. 求 多 项 式 r’ + pz +q SEU RAF. 


14. ПЕНН. dirti .+ ЖЖ НЕЙ. 


15. WR af (r) 0—1 k ER, WH a 是 g(x)= 


f (a)]- f(z)+ f(a)BJ— Ё +3 ERR. 

16. 证 明 : 任 意 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 在 复数 域 中 无 重 根 . 

17. WER: WR tat DE le) tafal), 那么 (zx 一 1)|fi(x),(zx- 
1)|f,(z). 

18. 设 F(z) 是 一 个 整 系数 多 项 式 , 试 证 :如 果 f(0) 与 f(1) 都 是 奇数 ,那么 
f(z) 不 能 有 整数 根 . 

19. Ж f(z) 和 g(xz) 为 非 零 多 项 式 , р(х) (х) + f(x)+g(x)= р(х) ж 
一 个 不 可 约 多 项 式 , 求 证 :(f(x),g(x))=1. 

20. WE: z? + rc-llzG aU г, ВН т, п, р 都 是 非 负 整数 . 

21. 求证 多 项 式 x^ + p+1(p 为 素数 ) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

22. 设 整 系数 多 项 式 F(z) 在 多 于 3 个 整数 处 取 值 + 1, 求 证 f(z ) 在 任何 整 
数 处 不 取 — 1. | 

23. 设 р 为 素数 ,求证 多 项 式 f(z)= z" l! + хх” + + art 在 有 理 数 域 
上 不 可 约 . 

24.18 a,,a,,7,a, 是 不 同 的 整数 ,求证 :f(z)= (-ai(r-a)-(x 
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一 a,) 一 1 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
25. 根据 牛顿 公式 用 多 项 式 表 示 . 3, ,si ,s,ss , S6. 
26. 求 一 个 n IX RES = s, =…=5 =0. 
27. 求 一 个 n 次 方程 使 s, = s, == = s =0. 
28. 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 下 列 对 称 多 项 式 ， 
1) (xı + x)(x, + z; )(z; + z;); 
2) x, t =, t x, x) (x xz, *txx4) zit z; + хүл). 
29. АВЕЛТЕЖ ШТА п 元 对 称 多 项 式 : 
1) ж; 
2) Sar 


$1.4 习题 答案 与 提示 


1. 提示 : 设 REAS, @@1,ШЛЬА@@1-1=0,2 = -1,0-(- 1)=1,1 
+1=2,+-,(-1)+(-1)=-2,,+1=2,+-,0-ї1=-1,(—-1) + 0-41) = 
一 2i,….Z[Li]R. 类 似 地 ,可 证 明 男 一 结论 . и 

2.1) p= - т -1,9= т. 

2) р=2- т?,9=19 т=0, p-q*l. 

3. 提示 :用 综合 除法 得 у(х) = (ха) д (х) + ry. ф(х) = (x - a)q, (x) 
+r jq (х) = (х-а)9,(х) + r4 "c .依次 代入 便 得 形 恕 f(x)= 6,05 а)" + 
Ь,(х-а)"! +. + 0, 的 表达 式 . 

1) f(x)=(z+2) -8(x*2) +22(z+2) -24(x *2) +11. 

2) (х) = (=х+1) - 2105 +1) (1+1) (5+1) - 5(=+1) +7 +51. 

4. 提示 :x +1 的 根 是 +i, 它 们 显然 是 f(z) 的 根 . 

5. t7 —4,u-—0. 

б. Жж: d(x)- (Р(х), g( x)), BFA и(х), A" f(x)u (z)+ 
е(х)о(х)=4(х),# f(x)h(zx)u(x) t g(x)h(x)v(x)-7 d(x)h(x), XÈ 
ЖК d(z=)h(z)Ë f(z=)h(x)#H е(х)һҺ(\х) HBAR. | 

7. Ет: а(х) = (f(m=),g(xz)),f(z)= fi(x)d(x), z(z)= g, (2) 
а(х), HTA и(х),о(х)# f(z=)u(z)+g(=z=)o(=z=)=d(x),d(z=)A A, 
得 fi(z)u(z)+ ду(х)о(х)=1. 

8. 7m: Æ P E'Rd(x)- f(z=)u(z)+g(z)u(xz),f(=)=d(<x)q(=z), 
g(x)-d(x)p(x), YE Sg ARR l , 仍 成 立 . 

9. 提示 : 设 f(z)…f,(z) 与 g.(z)…g,(x) 不 互 素 ,那么 他 们 必 有 不 可 约 
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的 公 因 式 p(xz), 由 不 可 约 多 项 式 的 性 质 , р(х) //,(х),р(х®)\,(тх), AP ¿€ 
pesmi Є 11, enl, SA (х), в G1. 

10. 提示 :如 果 p(xz) 不 是 不 可 约 多 项 式 , 则 由 于 9(p(x))>0, 故 可 表 р(х) 
= ру(х)фр,(хж),д(р,(х))<д9(р(тх)),д(р,(х))<9(р(х)).р(х)\р(х),1Н 
р(х) ЖЖ р, (х) А р(х) Е (x, 7F JH 

11. 提示 : 设 р(х) = р" (х), р(х) А27, р(х) 1 а(х)А( Е). р(х) 3 
除 hlr), 0(р(х),А(х)) =1, (у(х), А(х)) = 1, Hm (х) (Е): р(х) 
hlr), W Р) А" Cx). BEL, Fx) E £ – Ж n] 25 £ T зд, A E , MUJ К 
Кх) = А (х) Р (х), (е) fo (х) ER, BLUE 9C f(x) JR g (x) = 
fix) Ax) р (х), (е) (ебх) а(х) ИЕ f(x) 不 整除 g(x),f(x) 不 整除 
А" (х), т 为 任意 正 整 数 . 


4 _ 15 
12. £73, 4 


13. 4 + 27q* = 0. 
提示 :让 f(z)=z'+ pz + q f (z)=3x + p ЖИ Ж A pP 27g? 


14. 2: Gite e t Ef Gm foa Gf) = (л) 


= 区 .如 /,(z) 有 重 根 , 必 为 f, (n) 5 у, GO BS, BET, M8 йа, Вр 0, 


Í. (0)Z0,3F 8. | 
15. 提示 : 


Z'(z)=+[f(z)+f(a)] 52 fG) - f (z) 


_х-а _ 1 1 
7775 f (x) xf (z)+ >f (a), 


g(x)=Ff G)*ttf G)r-lf) 


== f(x), 
由 于 a Е (х) k ER, X у (а)=0,й a E g (х) +1 E.g (а) = 
0, 所 以 a 是 g(x) 的 &+2 重 根 .而 g(a)=0, 所 以 a Kg (x) +3 ER. 
16. Жж: f(z) 在 数 域 P 上 与 六 (z) 的 最 大 公 因 式 d(xz), 当 PP 扩大 时 仍 成 
立 ( 见 第 7 题 ). 特 别 地 ,F(z) 和 广 (z) 互 素 也 不 因数 域 扩 大 而 改变 . 
17. 提示 :x +хл+1=(х-ва)(х—- 8), ЖФ а= 214931 go 1731 
0-7 f. (а) + xf, (а) = f(x) + xf, (1), Н /,(1)=0,/,(1)=0,(х—1)] 
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filz), x -2)0 fo Cx). 

18. 提示 :和 在 f(z) 有 整数 根 a Mr A) fíx)-(x-a)g(x).H 
х- а 本 原 , 所 以 g(z) 是 整 系数 多 项 式 . 令 х=0,1# f(0)=(-—-—a)g(0),Z х= 
1,f(1)- (1-7 a)g(1), Hl f(0),f(1) 为 奇数 ,从 而 得 a 和 1 一 a 为 奇数 ,矛盾 . 

19. di: (5) 5 р(х) ЖЕЖ, а(х) = (f(x),g(x)) 次 数 >0, 由 
d(z)|f(z),ad(z)lg(z), 知 dq(z)|p(z),p(x) 不 可 约 ,存在 c 关 0, cd (x) = 
p(x), Pr p(z)]f(z),bp(=)|g(x), 

9(p(z))=Ə(f(z=)g(z=)+ f(x) + g( x)) -9C(f(x)gCx)) 
-9(f(z)) t3(g(x))29(p(x)) *9(p(x)) =29(р(=)), 
59(р(х)) >20 #5. — 


20. EE: z2 + z + 1 的 两 根 为 a= 215131 g= 1 3i 


设 f(z)= r” + rt! (а) = (а?)" + (а?) "а + (a) =1+ a + a? = 
0.8 (2-а) 1 f(r), (= - 8)| f(xz). 由 于 (x 一 a， х- В) =1, 于 是 (x 一 a)， 
(x-B)f(G), Bl z^ +х+1|]/(х). 

21. 提示 :p=2 时 显然 . 设 p 22,9 r= y 1,48 

х +р+1=(у- 1) + р+1= у + Су” (-1)*:-*C y(-1)^ p. 

由 区 和 森 斯 坦 判别 法 ,得 证 . | | 

22. 提示 : f(x) -1 至少 有 4 个 整数 根 , 即 可 表 f(x) - 1-7 (x air - 
а,)(х-аз)(х-а,)Һ(х), ЖФ а,,а,,а,,а, 与 h(z) 的 系数 都 是 整数 . 当 x 
取 整 数值 时 ,(z-ai)(z-a)(z-as)(z-al) 是 不 同 的 整数 的 乘积 ,其 中 至 
多 一 个 取 +1, 一 个 取 一 1, 其 余 的 两 个 异 于 土 1. 它 们 的 积 不 能 等 于 素数 ,当然 不 
能 等 于 -2. 因 而 f(z)-1Z -2,f(z)Z -1. 

23. 提示 : 令 过 =y+1, 得 


MAP 


-bip-lyc(p-i*l1) 


; 
арр.) =1, BUR i! 整除 (p 一 1)…(p 一 i+1), 所 以 p1C,,i=1;2,…,p 
- 1, (у) ВЖ У Ce = р, p° 个 整除 常数 项 .由 艾 森 斯 坦 判 别 法 ,g(y) 
在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 由 此 得 出 f(z) 的 不 可 约 性 . 

24. 提示 :假如 f(x)= gh, gCx)H h(x) ERF ， 次 的 首 项 系数 
为 1 的 整 系数 多 项 式 , 则 对 于 P-1,2,,n ,g (a, )h(a,)= -1, g(a) + h(a,) 
оноо) e h Ce WE: n Н gla) + AG 20 RC) 7 = gr), 
f(x)= -g(zx) .两 端 首 项 系数 矛盾 . 
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— p-1 + Су” + +С, 


1 =1,2,: p -1. 


25. 1) 当 n 226 时 ， 
$47 01 —20,, 
53 7 01 —30,0, +30;, 
$,7 0) — 4610, +4010; +205 —4o,, 
55 = 01 — Solo, +5020, +50105 – 5910; — 50,0; + 50., 
Se = oi -6ojo, t 6610, + 90202 — ба? в, — 126,0,0,, 
+ба,0; - 20; + 60,0, t 3o? — 6o,. 
2) 4 п=5 ВУ, 5,,53,5,,5. 同上， 
56 = 0j — 661 с, + 6ol c, + 92105 — 6010, — 120,620, 
t 60,0; +2в; +80,0; 3o]. 
3) M n-4 时 ,s，,s;,s， 同 1)5s, 间 2); 
ss = 01 ~ 5010; +5010; +5602 —5оүо,—5а,в,. 
4) 5 n=3RBF,s,,s, E 1);5,,5, [H] 3); 
5, — оү — 4617, t 4a,0, +205. 
5) 4 n=2 В, ѕ, 同 1);5,,55,56 [8]4); 
| $4 = 0] — 30,0,. 
26. z +a=0, 其 中 a 为 任意 复数 . 
` ; 9 n-i 
27. 3, (-D' zz" =0. 


i=] 


28. 1) f(xi,2;,24)7 0,0, — 03. 

2) f(Gxi,x3,23,2,)7 0; - 20,0, +20. 

3) f(xi.233,2,)7 010; — 0, * o? + a) o, t2a,o,toj. 
29. 1) e; - 4010, t 4a10, +205 – 4o,. 


2) oila3 —40,. 
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$2.1 E À W| P 


一 、 排 列 和 逆序 | 
1. 由 1,2,…,n 组 成 的 一 个 有 序数 组 称 之 为 一 个 2 级 排列 ,2 级 排列 共有 


个 . 
2. 在 一 个 排列 中 ,如 果 一 对 数 的 前 后 位 置 与 大 小 顺序 相反 , 即 前 面 的 数 大 
于 后 面 的 数 , 那 么 它们 就 称 为 一 个 逆序 .一 个 排列 中 逆序 的 总 数 就 称 这 个 排列 的 
逆序 数 , 用 r(j,j,…j, RH juny, 的 逆序 数 ， 

逆序 数 为 偶数 的 排列 称 为 偶 排 列 ，; 逆序 数 为 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 . 


Z., n 阶 行列 式 的 定义 


n! 


n 级 行列 式 
aQ, ax а: 
(1) 
ам Un2 ` Qin 
等 于 所 有 取 自 不 同行 丰 同 列 的 个 元 素 的 乘积 
ау, aj; а (2) 


的 代数 和 ,这 里 j, 7,…j, 是 1,2,3,…,nn 的 一 个 排列 ,每 一 项 (2) 都 按 下 列 规则 
带 有 符号 : 当 jjj, 是 偶 排 列 时 ,(2) 带 有 正 号 , 当 31327773, 是 奇 排列 时 ,(2) 
PEAS. п 级 行列 式 也 称 n 阶 行列 式 , 这 一 定义 可 写成 


йи d a, 
аз 422 a? r(; 
— 3133772.) en 
^ (—1)* 21, Qj "t sy › 
3115772, 
Gau а „2 "T A nn 


这 里 D ARIMA п 级 排列 求 和 , 共 n! 项 


7172 Pa 
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定义 又 可 以 写成 


аз an IEEE rG imi) 
。 。 7 (-1)"^ " à; а; 2'"* 
. : ТЕРЕН ^ 
аы а, а 
或 
йу 1 Qin 
ат “5 a, E o, E 
__ rli i Ytri jai) 
== 一 1 22 172 
. 2,( 1) n n а; р а; у, а; , 


а „1 an2 UT а nn 
三 、 行 列 式 的 性 质 
1. 行列 互 换 , 行 列 式 不 变 , 即 行列 式 转 置 不 变 ; 


ауу а]; Gig i1 а 2 а „1 
аз а а, азу an Gu? 

Р = | = — D 
dal а n2 "tt Q nn Ain An nb A un 


2. 交换 行列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 改变 符号 . 

特别 地 ,如果 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 相 同 , 则 行列 式 为 零 

3. 行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 都 乘 以 同一 个 数 上 ,就 相当 于 用 k 乘 此 行 
列 式 , 或 者 说 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 的 公 因 子 可 以 提 到 行列 式 的 符号 
之 外 . 即 


1 а 12 Ain Gi an Ain 
ka 1 Ра 2 ka, = Ё @\ ай i, 
а al Qa "t A nn dal PP) Ut A nn 


特别 地 ,如 果 行 列 式 中 一 行 ( 列 ) 的 元 素 全 部 为 零 ,那么 行列 式 为 零 . 
如 果 行 列 式 中 两 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 成 比例 ,那么 行列 式 为 零 . 
4. 如 果 行 列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 都 是 两 数 之 和 ,那么 这 个 行列 式 就 等 于 
两 个 行列 式 的 和 ,这 两 个 行列 式 分 别 以 两 个 加 数 之 一 作为 该 行 ( 列 ) 相 应 位 置 上 
的 元 素 ,其 余 各 行 ( 列 ) 都 与 原 行 列 式 相同 . 即 
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Q 1 а 12 а ај а} G1, 
ад t bj t b, a tb — а; а ;ә Gi + 
а „1 й „э а аз Am d nn 
ay G12 а ү 
b, "m bi, 
a n1 a n2 Q un 


5. 把 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ?的 所 有 元 素 乘 以 同一 个 数 后 加 到 另 一 


行 ( 列 ) 的 


XW u E ,行列 式 不 变 . 


6. 行列 式 
ај ai а, 
D= @2\ m а: 
ад а '' аы 
等 于 它 的 任意 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 与 其 对 应 的 代数 余子 式 乘积 之 和 行列 式 某 
一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 余子 式 乘积 之 和 等 于 零 . 即 
аА. tan А, + + а„А.„ = " dic 
uoo uv "m i0, Nix, 
аА, + ay A, + +a,@A, = " dics 
; ; 10, 429], 


其 中 А, 是 a, 的 代数 余子 式 . 

在 п 阶 行列 式 中 ,把 元 素 a; 所 在 第 i 行 和 第 ; 列 划 去 后 留 下 来 的 n -1 阶 行 
列 式 叫做 元 素 ca, 的 余子 式 , 记 作 M;.A; = ( — 1)' `? ° M; UAIR a 的 代数 余 
TX. 

7. 419 X k TOP (1E n 一 1) 展 开 一 拉 普 拉 斯 (Laplace) 定 理 : 设 
在 n(n22)8rf9l 3X D 中 任意 取 定 了 R(1 委 有 委 2 一 1) 个 行 ( 列 ), 则 由 这 上 行 
元 素 所 组 成 的 一 切 & 阶 子 式 与 它们 各 自 的 代数 余子 式 乘 积 的 和 等 于 行列 式 DD. 

k 阶 子 式 ;在 一 个 n 阶 行列 式 DD PARRER Tk IRS), ead 
和 列 的 交点 上 的 А" 个 元 素 按照 原来 的 位 置 组 成 的 一 个 , k 阶 行列 式 M 称 为 行 
= D 的 一 个 & RTA. 

k 阶 子 式 的 余子 式 : 在 D 中 划 去 这 下行 下 列 后 余下 的 元 素 按 照 原来 的 位 轩 
组 成 的 n — k 阶 行列 式 M ERIS k 阶 子 式 M 的 余子 式 . M 与 M 称 为 DD 的 一 对 互 
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I D HJ k Bi XM TED 中 所 在 的 行 和 列 指标 分 别 是 ; 213,777, 04 М у, Ja 
... (Hi WI M 的 代数 余子 式 为 A — ( _ 1)» ТӘ, tuti) ду” 


四 、 特 殊 行列 式 
1. 上 (下 ) 三 角形 行列 式 


TEF 0 dii 12 G1, 
daj 455 __ 4 22 a, _ 
N m — 4 2) * Gun - 
а „1 An? Ut а un 0 Q nn 
— V T 
2. 关于 副 对 角 线 的 行列 式 
dil UT Ai n-i G1, Ü Qin 
а 7  Q3,4-1 Е 42,.-1 Q2, 
а „1 0 Я anl nn Qnn- G nn 
n(n-1) 
= ( 1) Q1,05,,-1 an> 


1 1 1 
Tı Xa 2 3 X, 
2 2 2 "oa 2 — | 
Х 1 Ta T3 x, 一 [1 (x, — x). 
А . . 1= < imm 
n-li n-1 n-i п —] 
| + T3 X, 
4. 拉 普 拉 斯 定理 的 两 个 特殊 情形 
à ... а, 0 ... 0 
a, a bii b 
Gu UT Q nn Ü vt Ü | ü a ” 
2 b bul | | 
C1 Cin 1 lm 
А . G al G nn Dni D mm 
Cmi C mn O m1 б mm 
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2) 
б Dim С С} 
bl Dm С ml С mn 
Gi 1, b, Dim 
=(- 1)” 
Ga, a A un b, "nt D mm 


T., w ў 8 (Cramer) 2? M 
如 果 线 性 方程 组 


ay Zi tay £a + F aita = Oi, 


an X, 十 G2 25 +‘ + a,,z, = b,, 


а „1 Ti + Gt. tec а an, — b, 


的 系数 行列 式 
ау а а, 
р = 4 21 f a, =0, 
则 该 线性 方程 组 有 唯一 解 : 
р, р, р 


X, -HT 
其 中 D;(i=1,2,… ,nn) 为 把 D 的 第 i 列 的 元 素 换 成 常数 项 5b, b,b, 而 得 到 
的 行列 式 . | | 
特别 地 ,如 果 齐 次 线性 方程 组 
ах, +арх, t t ar, =0, 


4X4, tanti +‘ +а,,х, =0, 


а, | + G2» Toce а „„-Х = 0 


的 系数 行列 式 D2Z0,JEZ = R ft R7; ERAS ERE, MAVE D 0. 


ни ЧЕ 


六 、 行 列 式 乘 法 :两 个 n 阶 行列 式 


au а, a, b б}, b, 
| [9821 an "7" а, Е b, bg cv b, 

D, T . LI г ‚р, m » * " 
Gu а „2 mbi а in bu b, b,, 


ЮЗЕР n 阶 行列 式 


Cal C2 US Can 
其 中 Cj 一 а; b,; + ài; ba; + Ыыы + a,,b,, $ 1 |J 一 1,2, 5 n 


82.2 Ñ Æ 
一 、 行 列 式 的 计算 
计算 行列 式 常用 的 方法 有 :定义 法 、 化 三 角形 法 、 递 推 法 ,数学 归纳 法 及 公式 
法 等 .在 计算 阶 行列 式 时 要 根据 行列 式 中 行 (或 列 ) 元 素 的 特点 来 选择 相应 的 
解 题 方法 . 


类 型 1 “两 条 线 " 行 列 式 ( 非 零 元 分 布 在 两 条 线 上 ). 
两 条 线 行列 式 常见 类 型 有 以 下 几 种 : 


КУ et K ES K X t o + LN LE + + LN 
t ` ^| хз `. , `. K , LN x | ” € S ”| y `, x 
di 0 0 b, 
0 Q5 b, 0 
例 1 D- =? 
0 b, a3 0 
b 0 O0 a, 
A 解法 1 
а; b, 0 {) а 5 b, 
按 第 1 行 ; 
D ak A b, а, O| +b(-1) 0 b а; 
0 O0 a, b, 0 0 
аз b, à; b, 
— аа, — b, b, —-(a,a,— b, b,)(a,a, – b, b,). 
b, аз b аз 


» 3] ° 


Р 


解法 2 用 拉 普 拉 斯 定理 计算 . 


例 2 计算 2n 阶 行列 式 


a, b, 
da-i b, -i 
a, b, 
D,, = 
су di 
Cn—!] d, - | 
C, d, 
解 解法 1 利用 递 推 方法 . | 
а, -1 b, 1 0 0 йн-1 б„-1 
a, b, a, б, 
按 第 117 +2п 
Ре m e а= АСЮ аа 
C, -1 d, | C, -1 d, i 
0 d, Cn 0 
й, 1 b, -1 й„-1 b,-1 
=a Q eco) ©” 
С, d, Ci d, 
C,-1 d, -| Cn-1 а, -i 
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b; 


42 


MAT | ý .(— 1)0+9+0+9 N | = (a4a4 — b,b,)(a,a4 — b, b4). 
解法 3 用 特殊 的 拉 普 拉 斯 展开 式 计算 . 

аа 0 0 hb, a b 0 0 a б 

а, b, 0| coc, 0 0 b, a| nern |b, a, 

b, a, 0 i 0 0 a, b, 0 0 a 

b, 0 0 a, b, a, 0 O 0 0 5, 

a, b, аз Ө; 
1n а, | b; a, А 


= (a,d, — b,c, ) Dann, 
于 是 D,, = (a,d, – бус, ) Daan- = (a,d, — b,c, ба, 12,16,16, ) Da, 
= (ad, - b,c, )(a, d, _, T 5,-16,-1)' (asd; — bc, ) (a, d, — b, с). 
解法 2 利用 拉 普 拉 斯 定理 . 


а, - | b,- 
D, 按 第 1,2n 行 |а, b, (= 1) 0290 +0+2n) a, b, 
展开 C, „ c, d, 
Cn-1 d, -1 
= (a.d, — b.c, ) Dat, y. 
以 下 同 解法 1. 
Из 计算 ”级 行列 式 
| Е 
0 y 0 
Р„ = ; 
0 0 y 
У 0 
NE 解法 1 利用 降 阶 法 . 
r y = 0 0 
О = 0 0 
D. ы ME | ЧИ 
0 0 roy 
0 0 0 r 
y 0 0 0 
T у 0 0 
xX-D'i: : i|2z't(-1)"'!y. 
0 0 y 
0 0 + 


解法 2 直接 利用 定义 . 

由 行列 式 的 定义 知 此 行列 式 除 项 aan amanan a, ,a,, 外 其 余 乘 
积 项 都 是 零 ， 故 D, 一 ( 一 1)' 079» T * ZT T + ( — 1) 2970 yty y = т” + 
( _ "y | 


4 计算 n 阶 行列 式 
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DpD=| ^" 
b a 
解 解法 1 降 阶 化 三 角形 
0 b 
按 第 1 列 | 
= + b:(-1) 
a 0 


-2,2 
=a" —a р. 


=а"+Ь(-1)"*°?+ь-(-1)*°7% 


解法 2 利用 拉 普 拉 斯 定理 

将 第 n 行 依次 与 第 n -1 行 ,n -2 行 ,…,2 行 对 换 ,经 过 п - 2 次 行 的 对 换 

成 为 第 2 行 , 再 将 第 n 列 依 次 与 第 n -1,2 一 2,… ,2 列 交换 ,经 过 n -2 次 列 交 
换 成 为 第 2 列 , 于 是 取 第 1,2 行 按 拉 普 拉 斯 定理 展开 . 

a b 

b а | 

D, =(-1)”2.(- 1)" "2 a = | 


= (a° — р? )а" * = a" _ она ро 
解法 3 化 三 角形 法 
x o-08.D-0-a'-a 2°. 3 a20 E 1 行 乘 以 | - Z ME n 


行 上 ,得 : 
a b 


总 之 有 D =a —- a ^W. 
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注意 “此 种 解法 要 考虑 a=0 的 情况 ,否则 不 能 用 | - 7 ERRI. 


点 评 “两 条 线 " 行 列 式 一 般 采 取 直 接 展 开 降 阶 法 计算 ,或 用 拉 普 拉 斯 定理 
展开 , 降 阶 后 的 行列 式 或 为 三 角形 行列 式 ,或 得 到 一 个 递 推 公式 .应 该 注意 的 是 
两 条 线 行列 式 当 >3 时 ,不 能 用 对 角 线 法 则 展开 .另外 ,在 例 2 的 解法 1 中 利 
用 了 递 推 法 , 即 由 原 行 列 式 D, 出 发 依次 得 出 其 与 较 低 阶 的 行列 式 之 间 的 关系 
式 ( 即 递 推 公式 ) ,最 后 得 出 D, 与 D, 和 D, WRR. 

递 推 法 可 分 为 直接 递 推 和 间接 递 推 , 例 2 的 解法 1 则 是 利用 了 直接 递 推 法 . 
用 直接 递 推 法 的 关键 是 找 出 一 个 关于 D, ,的 代数 式 来 表示 D, ,依次 从 D > 
D,—D,-:-—D, AR GA HE (8 nT UGK 44 D, 的 值 . 

类 型 下 “三 条 线 " 行 列 式 ( 非 零 元 分 布 在 三 条 线 上 ). 


1.“ 三 对 角 " 行 列 式 : 形 式 如 1… J J | Е E " 


“ 


Bs 计算 | 
21000 
12 100 
р.= 0 1 2 1 O|. 
00 1 2 1 
000 12 


SL 解法 1 化 三 角形 法 . 
从 第 工行 开始 将 第 i 行 的 一 个 倍数 加 到 第 i+1 行 ,化 成 三 角形 行列 式 . 
解法 2 ЖИЕ Ж. 


把 上 述 关系 整理 成 D, - D. = D. -DD;, 递 推 该 关系 式 就 有 : 
D,-D,-D,-D,-D,-D,-D,-D,-3-2-1, D,=D,+1. 
再 一 次 递 推 :D,=D, +1= р, +2= р, +3= р, +4=6 
#16 计算 行列 式 
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В at a 0 0 
D = 0 В “+В 0 0 
0 0 0 а+ 8 a 
0 0 0 B atf 
# 解法 1 按 第 1 列 展开 得 : 
EE | a 0 0 ... 0 0 
IB а+р a Us 0 0 
a 0 0 
D, -(at8)D,.,- B N й Р . 
0 0 0 * (+f a 
0 0 0 ... B atf 


= (at B) D,., — aBD, `, (n23). 
即 有 递 推 关系 式 D, =(a+B)D,., - aBD, -2 ATERA D, 的 一 般 表 达 式 ,可 先 


pizat p- C. 
ka P MEC 
«+ a 4 
Di=| B a*B a | =(е+а)#-2а8(а + В) = S =E. 
B atp | 
由 此 可 以 猜想 : 


D.= a" — p | 
事实 上 当 n=1 时 上 式 显 然 成 立 .假设 对 阶 数 小 于 n 时 公式 成 立 , 下 证 其 
FT n HERV. m | | 


D, = (а + B)D,., - afD,., = (a+ B) 5 cap E 
ЕГА 
аӊ 7 
由 数学 归纳 法 可 知 D, - A 
在 “= 8 的 情况 ,有 
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2a a 2 1 


a 2a a 121 
a 2a a 12 1 
D, = КА — а ° ` 
a 
a 2a 1 2 
21 
3 
> 1 
4 
3 1 
= а" 1 1 —-(n*l)a'. 
] 
п +] 
71 


AF 利用 数学 归纳 法 来 计算 行列 式 ,分 两 步 进行 ,第 一 步 发 现 和 猜想 ,第 
二 步 证 明 猜 想 的 正确 性 .第 二 步 的 关键 是 首先 要 得 到 D. 关于 D, 1 和 D, , BJ š 
ERRA. 
解法 2 递 推 法 . 设 a 关 B. 当 a= p ШЖ ЕН 1. 
由 解法 1 所 得 递 推 公式 р, = (a + B)D,_, – ав, 3, 
D, -aD,.,- 8(D,.,- aD, .,) = P (D. _, - aD, .,) 


-8(D,.,-aD,.,) =: = 8? (D, - aD.) 
=P "[(at8)-aB-a(a* B)]-g. (1) 
在 递 推 式 D = (о + B)D,., — apD, P,a 和 有 8 的 地 位 是 一 样 的 , 同 理 可 
得 : 
D, - BD,_ = а", | (2) 
(2)Xa -(1)X8 得 :(e-p8)D,=o -g" RA 
D, = 


解法 3 差分 法 . 
由 Р, = (а + 8)р, _, – аВ0,.,,% p= a+ B,q = 一 ap. 由 特征 方程 12 — 22 
-q=0 得 两 特征 根 为 :A, =а,А, = В. 
£ ap, D. = СА + СА = Са +С, 8. 
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H D, =a + B, D, = a° + aR В ,有 
a+ В = С, а+ С, В, 
解 方程 组 得 : C, - 5. 0, E ШЖ D,= r. 
# a= B; 即 特征 方程 有 相等 实 根 ,这 时 D, = С.А" + С, пА" = Cua + 
C, na" .同样 代入 D, ,D, 可 确定 常数 C =C, =1, АШ р = (п+1)а". 
(п+1) а", а= B; 

总 之 有 D, i — ,a2 p. 

点 评 三 对 角 行 列 式 可 按 以 下 方法 求解 . 

首先 得 到 一 个 一 般 的 递 推 公式 

D, = pD, , + qD, .,. 
然后 可 用 以 下 三 种 方法 之 一 求 出 D, 的 表达 式 : 

1) 先 计 算 D, ,D,, D, 等 , 找 出 规律 ,进行 猜想 ,然后 再 用 教学 归纳 法 进行 
ПЕНА. 

2) 间接 递 推 法 : 即 借助 于 行列 式 中 元 素 的 对 称 性 ,交换 行列 式 构造 出 关于 
D, жр, -1 的 方程 组 ， 从 而 消去 D,- ,就 可 解 得 D, . 

3) 把 关系 D, = pD,., + gD,_, 看 作 一 差分 方程 ， REMETEA - p- q 
=0 的 两 个 根 41,X,; 则 D, = СА + C, 11 (A1,A2) D, = C, A1 + C, nA, 
A3) ,再 从 由 D,, D, 得 到 的 一 个 方程 组 中 定 出 常数 С,,С,. 

2.“ 爪 型 "行列 式 , 其 非 零 元 分 布 图 如 下 : 


a 1 l - 1 
l a, 0 0 

D. =]|1 0 a, ++ 01, 其 中 a, 关 0 (221,2,7,n). 
1 0 0 = a, 


解 解法 1 化 三 角形 
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J 
E. 
+ 
[| 
б 
~ 
ы 
° 
= 
оо |= = 
... n 
< 
Ф Ф j= 


1 O0 0 1 
1 1 1 1 1 
Gg 一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 一 — —— 
a| а, a, a, a, 
从 第 2 列 至 第 (> + 1) 1 0 0| ， 
BIRO- 1) 加 到 第 1 列 上 0 1 0 L | а, 
0 0 0 1 
= TT a e -5 =] 
j=l i=l d 
解法 2 化 三 角形 法 
— 1 
C] o Gg 一 — а, 1 1 1 
| | 
C1 The a n | n 
D... „ - ' = [| а а 5) 
m а, 11 < а, 
a, 
点 评 ”对 于 爪 型 行列 式 ,可 按 行 ( 列 ) 提 取 公 因子 ,然后 化 为 上 (下 ) 三 角形 生 
列 式 . | 
1 1 
0 0 2 1 
Ps 计算 D. = : 
О n-1 0 1 
n 0 0 1 
Ж ”化 三 角形 法 . 
al 
1 1 1 1- 2; Y 
] 
Cg 2 ©п-1 0 0 2 0 
D, | 
1 м 
Cn 3 60 ° 
T 0 п — 1] 
с -x H () 
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ср (5) 
ё = 2 


3. Hessenberg Ж, dE 764; ЖШТ: 


LIES NL LM ез оа 


ДАКИ E .. .. ü , a Å å Е А. 


x 一 0 

0 x -1 0 0 
р, = 

0 0 0 r -1 

а, Cn-l “&,-2 a, atr 


Ж 解法 1 数学 归纳 法 . 


£ -1 
M n-2Hf, Рр, = 


_ 2 
=x +a, xta. 


d» a, + + 
n n- n — 2 
猜想 : = x ta,c і +а, х tta, .rta,. 


Ш п= 2, р, = з‘ +аух ! +a + +а ух +а,, MK п= k +1 


X -1 0 0 0 r -il 
一 
0 z -l 0 7 
按 第 1 列 
Dea = | 展开 ^ ; 
Qi+tl Ak 4-1 а, atr à, а аа, +х 
– 1] 
x 一 】 
+ "HAM 1) `. E = хр, + а, +} 


x ~i 
k-i k -2 
= х(х taz +а, х +: +a ух +а, ) +ау 


k+l k #-1 
=+ tax ta, + tarta. 


因此 D =zx"+a zm" +a" teeta, zta. 
解法 2 递 推 法 . 
按 第 1 列 
р, С ат 一 zD, -\ + a, 一 a, + r(xD,.,; t a,-1)7 z D, _; + а, - T + a, 


_ 3 2 Е 
一 4 D. з+а, х ta, p rta, 5" 

__ "lp + n=2 ү 2 

— ^ 1 1а: T Uta 3X ta, rta, 
n-2 


— -1 
-a,ta, ,rte"ta.r tayr" +r”. 


解法 3 ”化 三 角形 法 . 
第 j Ж X ' 加 至 第 1 列 (j =2,3,…,n), 再 按 第 1 IER. 


0 -1 0 e 0 0 
0 x -] = 0 0 
D, = : : : 
0 0 0 т — | 
a, ta, rt*a,.,x +e +a m l+ z" 2 1 Q,-2 à; atr 
-1 0 () 0 
ñ _ -1 0 0 
=(—1)""(х"+а,т" tetaaqrta,) | 
() О … x -1 
—-(x'ta,x" *t--ta,,.rta):(-1)"!(-1)"^! 
= х" Фарк" +e +a, rta.. 
解法 4 化 三 角形 法 . 
-1 
"— z 一 | 
n íT n+l 
一 = .{— + 
D, —m * 1) ] 
r-1 
х 0 
0. —1 
— 1 
a,- ( — 1)”*° Ë " А + 
х —1 
x -1 
r 
н + 3 -1 
a,.5( — 1) + +... + 
r —1 
r -1l 


4] 


(а, + x)( -1)"" 


-a CDU DU a, ue DIDI aD Con 
++(а,+хж)* хл" =a, ta, z +a. r tecta," + z". 


10 计算 n 阶 行列 式 


S 解法 1 降 阶 化 三 角形 . 


п(п+1) 
— 2 3 n 
| — 1 
各 列 加 到 2 _ 2 
” 第 1 列 
n-1 —(ín-1) 
-1 
2 — 2 
_ n(n +1) ., . -(-1y tD! 
2 . Ф 2 * 


2-1 -(n-1) 
解法 2 降 阶 化 三 角形 . 


11+2 1+2+3... nint) 
1 0 0 
c2 t €, 
C3 + c 2 0 
cn + c -1 
n-1l 0 
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_n(n+]) (ужи алати +1)! 
72 ( 1) (л 1)! = ( 1) 2 


解法 3 化 三 角形 法 . 
п(п+1) (n-1)(n*2) 
2 2 


сау + c, n 
p mL 0 -1 ... 0 
сү + €3 : : : 

0 0 "Uo -(n-1) 
-2(-1)"!:(n- 1)! Ure Cit Dt 


RA ”各行 ( 列 ) 元 素 之 和 相等 (或 多 数 相等 仅 个 别 不 相等 ) 的 行列 式 一 一 
行 加 法 (或 列 加 法 ) 再 化 为 三 角形 行列 式 . 


0 1 1 … 1 1 
1 () 1 ... 1 1 
y pun 1 1 0 — 1 1 
0111 计算 n 阶 行列 式 D-|. . 
1 1 1 0 
ll 1 I 0 
0 1 1 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
Bm р = l 
1 1 1 0 
1 1 1 1 0 
п-1 1 1] 1 1 
п-1 O0 1] 1 1 
从 第 2 列 开始 |п-1 1 0 + 1 | 
яша: : : | 
п-1 1 1 0 1 
n-l 1 1| 1 0 
11 1--1 1 
10 1--1 1 
1 0- 11 
=(а-1) ЭА 
11 1--0 1 
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第 1 列 乘 上 (-1) |1 0 -1-- u 
分 别 加 到 名 列 上 | : : : . , |` n-1)=(-1)" (2-10). 


例 12 计算 ” 阶 行列 式 


W а a a NE a 

а r-a a а 

D, = а: а r—a a 
a a a r-a 


E 解法 1 三 角形 法 . 
将 各 列 都 加 到 第 1 列 , 并 提取 公 因 子 ,得 : 


1 a a ... a | 
1 z-a a Z2 а 
D, -ix*(n-2)a]:| 1 а х-а ` a 
1 a a r-—a 
0 () 0 
第 1 (а) L х=-2а 0 0 
1 5! -a 
onmagam + 4131 0  z-2a = 0 
1 0 0 r-—2a 


-[r*(n-2)al(x-2a)"'!. 
解法 2 加 边 法 ( 升 阶 法 ). 


1 0 0 Uc 0 

a r-—a а а 
D. = |а а ж-а а 

а а а x-a 


` dd. - 


r-—2a 0 
从 第 2 列 开 始 0 
各 列 都 减 第 1 列 | “ х -2a 
а 0 0 х—2а\„+\ 
1 -] -1] -] 
a 
1-35 1 {) () 
=(zr-—2a)" |< 0 1 - 0 
r-—2a 
a 
s () () 1 
1+— 0 0 0 
r-—2a 
a 
PEL» 1 O0 0 
=(x-2a) a 0 1 0 
r-2a 
a 
= 0 0 1 
=(z-2a)"|1+ na )* lx + Qi - 22a) - 22)". 
r-—2a 


显然 当 工 =2a W EX Нр, =0. 

点 评 加 边 法 是 将 所 要 计算 的 л 阶 行列 式 适当 地 添加 一 行 一 列 ( 或 m FT 
m 列 ) 得 到 一 个 新 的 n+1( 或 z + m) 阶 行列 式 , 保 持 行 列 式 的 值 不 变 , 但 要 所 得 
的 n+1Cn+tm) 阶 行列 式 较 易 计 算 , 加 边 法 的 一 般 做 法 是 ， 


1 a, a, 1 0 0 
4 ү} G1, qu 1, 
Ü a, 21, b, an а}, 
4 а, ад G2n 
。 | 一 0 aza à», 或 . = Db, qaa Arn 
4,1 в а а Gun Gal ` út A,m 
О a "7 Am b a, аы 


特殊 情况 取 ai ma; а, =1 Ñ b, =b, m b, = 1. 
解法 3 ” 递 推 法 . 
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О+а х-а а а 
D. = | 
Ü) +a a а т-а 
r-2a a à a а а а 
0 х-аа а a х-а а 
= | + 
0 а а т-а а а r-—a 
а a a 
0 r-2a 0 
—-(r-2a)D, ,t | 
Ü 0 єє r-—2a 


-(r-2a)D,.*ta(r-2a)'! 
-(r-2a)[(z-2a)D,.;*ta(xz-2a) *]ta(xz-2a)' ' 
-(r-2aY)D,,*2a(xr-2a)' = 

= (х -2a)" D, + (п – 1)а(х - 2а)". 

= (= - 2а)" \(х-а) + (п-1)а(х- 2а)" 
—-(r-a*mna-a)(xr-2a) !-[x*(n-2)al(xr-2a)"!. 


解法 4 析 因 法 . 令 


а a a a 

a Z uü a ” a 
f(x)- 1 : : : И 

а a @ “е а 


显然 f(2a)— 0›/\—(п—2)а)= 0( 各 列 之 和 为 0), 故 x -24a， E 
f(x) 的 一 次 因 式 . | s 
i 0 0- 0 r-aa а“ a 


df(zr) |ах-аа ~ a |, 0 1 0… 0 ped 
dx : _: : : :  : : 

a a а т-а a а a'ra 

r-a а а а | 

a fa a a 

a a '"r-aa 

0 0 -= 0 1 


一 D, -; + D, -i + + D, `, — nD, `, “ 


mam: ED = (а 1), 1,9000) (s -1)(0 22) Dai 


n-2 п 1 
а а) (а = 1)--3D;. S БОЕ) (а 1) 3-2-0, = n! D,. Bj dit 


fQa)-f'(2a)-2---f'""?(2a)-20,Ti /"""(2a)-n! a. 

2a 是 f(x) 的 n~1 重 根 ,又 因 у(х) х E KEDR, АТ /(х) = с(х 
-2a)” [z+(n 一 2)a], 其 中 为 待定 系数 ,由 行列 式 f(z) 可 以 看 出 x" BJ Ж 
数 为 1, 故 c= 1， 

D,-(rx-2a) [rt+(n—-2)a|. 

解法 5 拆 行 ( 列 ) 法 . 

将 各 列 每 个 元 素 都 写成 两 项 之 和 ,其 中 第 一 项 为 a , 除 主 对 角 线 上 元 素 的 第 
二 项 为 zx-2a 外 ,其 余 各 元 素 第 二 项 均 为 0, 即 


а+ (х - 2а) а + 0 а +0 ... a + Ü 

a + (Ü а+ (х - 2а) а + Ü Us a +0 

D, = a t0 а +0 а+(х- 2а) ~ а + 0 
а +0 а + 0 а + Ü = a+(x-2a) 


TR 0811 X S НИЕ ,这 个 行列 式 可 分 成 2” 个 行列 式 之 和 ,看 某 个 行列 式 有 
了 两 个 或 两 个 以 上 的 列 选 自 这 个 行列 式 各 列 的 第 一 项 , 则 该 行列 式 至少 有 两 列 相 
同 ,其 值 为 0, 因此 在 这 2” 个 行列 式 中 除去 值 为 零 的 外 仅 剩 下 n+1 个 ,这 n+1 
个 行列 式 为 :各 列 全 选 这 个 行列 式 和 名 列 的 第 二 项 或 仅 有 一 列 选 第 一 项 ,其 他 各 列 
都 选 第 二 项 ,因此 这 个 行列 式 : 


r-—2a Ü ... Ü a 0 € 0 
О ж-2а 0 a z —2a 0 
D, = . + 
0 Ü х= 2а а 0 r-2a 
r-—-2a Ü) 0 а 
х 2а а 0 0 
О r-2a Q a 
0 а 0 Ü 
0 () 0 а 
0 а х - 2а 0 十 … + | 
| 0 0 *^"r-2aa 
0 a Ü r-—2a 
Q 0 a 


—-(r-2a)' ta(x-2a) '*a(r-2a) !|*--t*a(r-2a)' ! 
—(r-2a) *tna(r-2a)'  -(r-2a)' !|rxr*tín-2)ai|l. 
RERO PRÉTCAU) 3E (EX 57 541ү PE A IAS) LAUR Br i8 ЛУ ЭЦ ER W T EET UT 
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行列 式 之 和 ,然后 再 求 行列 式 的 值 . 拆 行 ( 列 ) 法 有 两 种 情况 :一 是 行列 式 中 有 茶 
行 ( 列 ) 是 两 项 之 和 ,可 直接 利用 性 质 拆 项 ;二 是 所 给 行列 式 中 行 ( 列 ) 没 有 两 项 和 
形式 .这 时 需 作 保持 行列 式 之 值 不 变 , 使 其 化 为 两 项 和 . 

解法 6 数学 归纳 法 


TETEH ^ |2(r-aY-a'-(zr-2a)z. 
т-а 
т-а а а 
M n=3 A}, D, = a r-a a =(ж—-2а) |z +(3—-2)a]. 
a a х = а 


猜想 :DD, = (= - 2а)" [z+(n 一 2)aj. 用 数学 归纳 法 证 明 . 设 D,- 成立， 
即 有 D,- =(x-2a)" ""'[xt*t(n-1-2)a].Blj 


r-a a a a a r-a a а `` a а +0 
a х-аа ° a а а r-aa-- a a +0 
D, = = : 
a a a-'-"r-a a а QQ х-а a +0 
a а a` à х-а a a a a (ж-2а)+а 
r-a а а а а r-a a a a 0 
a r-aa а а a х-аа a Ü 
= + : 
a a a-'"r-aa a a ae za 0 
a a ас a а a | à a a r-2a 


= а(х - 2а)" '*(x-2a)D,.,. | 
由 假设 D, -a(r-2a) 't(x-2a)(x-2a) [z + (m —3)a] 
= (х ~ 2а)" ([а+х+(п-3)а] 
= (= - 2а)" !lx*(n-2)a]. 
因此 对 任意 自然 数 寺 都 有 D,.=(z-2a)” [=+(п-2)а). 
解法 7 辅助 行列 式 法 . 
解 题 程序 :1) 在 行列 式 D 的 各 元 素 中 加 上 一 个 数 xz, 使 新 行列 式 D, 除 主 
对 角 线 外 ,其 余 元 素 均 为 0;2) 计算 D. 的 主 对 角 线 各 元 素 的 代数 余子 式 


A,G 71,2, 0)3)D- D. - z > A, (该 结论 的 证 明 见 例 24 中 1)). 
| х 2а 


х – 2а 


E D, 05709 EjHE(- a) WAS CD,). = э. = 


r-—2a 
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(r—2a)'. 
A 一 (r-2a)' ,A,, — t" = А,, —-(r-2a)"! з 


D, -(D,). - (7a) >, А = (х - 2а)" t na(r-2a)" | 
T 


= (= - 2а)" |x*(n-2)a]. 
mE 例 11、 例 12 既 属于 各 行 ( 列 ) 和 相等 的 行列 式 ,也 属于 除 主 对 角 线 外 
其 余 元 素 都 相同 的 行列 式 , 因 而 也 可 采用 辅助 行列 式 法 计算 . 
Жү 除 主 对 角 线 外 其 余 元 素 全 相同 (或 成 比例 ). 
例 13 证 明 
lta, 1 ] + 1 1 
] 1+а, 1 --1 1 I 
] 1 1+а, 1 1 =a,a,' a, п). 


1 1 1 = 1 l+a, 
证 明 证 法 1 加 边 法 . 
将 左边 的 行列 式 添加 一 行 一 列 , 得 n +1 级 行列 式 . 


] 1 ] `: 1 1 
01-*a, 1 `: 1 1 
О 1 ilta“ 1 1 
左边 =|、 у. EM 
1 1 lta, 1 
1 1 1 lta 

1 1 1 1 1 

-1 а, Ô 0 0 

s 10 а, 0 0 

- Ота) 
cn 7 а-ро о ~ ai Ü 


-1 0 0 = O a 
TOJE 1 1 1 
= 1 a, 
Съ t —2 Ü a, Ü 0 | "V1 
= aya a, |l + a] 
cl + —€3 0 0 a2 0 ' 2i а 
C1 + слы 0 0 0 a 
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证 法 2 拆 行 ( 列 ) 法 . 
lta, 1 1 … 1 
1+0 1-*a, B] c d 
左边 =|1+0 1 l+ay 1 


1*0 1 l cla, 


] 1 l - 1 a, 1 1 … 1 
1 1+a, 1 -- 1 О 1+а, 1 -- 1 
—|1 1 1+ai… 1 +10 1 1+а, 6 1 
1 1 1 --1*a, 0 1 1 1+ а, 
1 1 1-1 a, 1 1 … 1 
Оа, 0 … 0 -а а, 0 … 0 
=|0 0 а; 0|+|-а, 0 a, 0 
0 0 0 … а, —a 0 O - a, 
1 1 1 - 1 
—la, 00 


—a,a,-a, ta,1-10 а, 0 
-1 0 0 a, 
Olaia 
i-2 ©: 


0 a, 0 0 


一 5,s$,'''d, ta | 
' 0 0 а, … 0 


| 


о 00-а, 
7254,74, + 4105457", [1 + > =] =aax""a, 1 + >) =] | 
证 法 3 ”化 爪 型 行列 式 ， 
各 行 都 减 去 第 n 行 ,然后 把 第 .i 行 的 -二 人 都 加 到 第 n 行 上 (i=1,2,…,n). 


左边 = | 

0 0 0--a,, -a 

1 1 1 lta 
ai 0 0 - 0 一 q 
~ — fF] 0 а 0 ” () — a, 
2d, () () ü 0 一 4 

а2 * * 

nL-2,,900 Ql -a 


2-1 
0 0 0- 0 1*a, +а, 5) — 
| i=l : 


— 44105''*0,-10, t + > L) = 右边 . 
证 法 4 拆 行 ( 列 ) 法 . 
行列 式 对 角 线 上 元 素 均 为 两 数 之 和 1 + а; (= 1,2, ·*, n ) 其 余 位 置 上 的 元 
素 可 视 为 1+ 0, 这 样 行列 式 的 每 列 均 为 两 数 之 和 的 形式 .利用 行列 式 性 质 , 原 行 


列 式 可 分 作 2" 个 行列 式 ,其 中 包含 两 个 或 两 个 以 上 列 为 1 的 行列 式 其 值 为 零 ， 
RRF о 2+ 工 个 行列 式 不 为 零 . 


lta, 1+0 1+0 =- 1-0 

1*0 1+а, 1+0 -- 1+0 

1+0 1+0 1ta, +. 1+0 

左边 = | м è „ i А 

1+0 1+0 1+0 œe 1+0 

1+0 1+0 1+0 =*= Ita, 
1 

ü 1 a, 

а» 
一 + |1 аз + 
a, 

1 a 
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à, 1 
ay l 


0 
0 1 0 E l 
0 1 а з () + Мы + “3 
0 1 O0 = a, a.i d 
1 


—4,à,'7*a, t a,a,7*a, 十 QQ * 7 +aaa,l, 
-a,2,2, (1 + У) 3 =A. 
证 法 5 BAROR). 
证 法 6 辅助 行列 式 法 . 
将 左边 的 行列 式 D, 各 元 素 上 都 加 ( -1 得 
а 


(0, ), = а» =a,a,*a,. 


a, 
#Ж(р,). 的 主 对 角 线 上 元 素 的 代数 余子 式 ， 


A = 5ü,4'''Q, , A. = a asya, ,'"t* ， A, = A] "a, -1 ; 


ВЦ, = (D). - (71) Y А, = ааз a, taray a, 
i=l 


| п 1 
Fa aya, += taita, a= 4,0572, (1 + У) =) = 5. 


{= 1 


点 评 ЕЗ ШЕ Р ДЕ ЕТ UI R ЕБ ЕЗШ 
算 .辅导 行列 式 法 的 具体 步骤 见 例 12 的 解法 . 
例 14 计算 n 阶 行列 式 


0 aita, ^" ata, 
a, + а, 0 "* ata, 
D- (aiaz a, F0). 
ata, а, +ћа, ~ 0 


解 ” 将 D 加 上 一 行 一 列 构成 n+1 级 行列 式 . 
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a, 
Ü () аута, a, ta, 
D = () а, + а, () а, +a, 
0 а„+а, а, +a, () 
l а} 42 й, 
2 ri -l -a, | а | 
3 = — 1 а, — а, а, 
Fa TT] : : 
- 1 a, a, Ta, 
1 0 0 0 0 
0 1 a a, a. 
Pi Ti 3 й} -1 EN а а, 
а. ~] a, a, а, 
a, -] a, a, а, 
0 -1 _ 1 一 1 
0 a 4; а, 
C3 C] 
C4 C] dı 一 — 2а, () 0 
р 43 _ 1 0 2a, 0 
Ca+t2 7 Сү ‚ 
а, —1 0 0 - 2a. 
n 1 — 1 
2 зда `! 
1 1 1 + ` + 
eee. atuta ja a 
— aeaee 
1 1 1 
72 2a, 2a, 77 ue 0 0 - 2a, 
Ü () 0 
n l «1 
1—-— — Ed 
ийише D 7 32: 
Te) aa, a, 
Hg HE JT I 2 a, + ... + a, | n 
2 2 
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-(-2) ža aza, (л -2) - 
计算 n 阶 行列 式 . 


例 15 


Ta 


B "Ur. 06. 


v 


a 


Í 
. |! 
° 


0 
0 


а а 
x 
—a r 
-a ~a 
a 
r 
—a 
-a ~a 
a 
Ж a 
—a cx 
-а -а 
а 
х а 
—a mr 
-a -—a 
2a 2a 
rta 2a 
0 rta 
0 0 
0 0 


а а 
а 
а а 
—a mx 
а О + а 
а О+ а 
а О + а 
~a (x-a)*a 
а а 
а а 
а a |+ 
—a а 
a 0 
а 0 
а 
—a r-a 
2a a 
Aa à 
2a 
. t(r-a)D,., 
rta a 
0 а 


=a(z+a)  +(z—a)D,.,, 


PH D, 
а(х-а)" .于 是 


(M. · 


os aeos *t(rta)(x-a)D,., 


(х-а)р, = -а(х-а)" t(xta)(x-a)D,.,. 


= а(х + а)" + (x -a)D,4. |а] 38 18: D, 一 (т + a)D,., 一 


(1) 
(2) 


(1) - (2288 :2aD, —-a(rta)'ta(r-a)'. 
34 a 关 0 时 , D. =+[(z+a)"+(z-a)'] 
当 a=0 时 ,显然 D,=z' =[(z+a)"+(z-a)"] f 


D, =-у1(х+а)"+(т-а)"]. 

点 评 本 例题 中 所 用 的 递 推 法 为 间接 递 推 法 , 它 是 变换 原 行 列 式 以 构造 出 
关于 D, D, -| 的 方程 组 ,消去 D, ,就 可 解 得 D. .这 里 可 以 看 到 必须 先 将 原 行 
列 式 进行 拆 项 ,然后 通过 计算 ,导出 递 推 公式 D, = f(D, .1). 

例 16 计算 n 阶 行列 式 


а, t À, à, Us à, 
a a,+A, `“ a 
D, = Ë | . i š (А, £0 1=1,2, e,n). 
a, a, a, + À 
解 ” 升 阶 化 三 角形 . 
1 0 0 0 
а а, t A, а 1 а ү 
Р 一 | à» aa a, + À; а, 
а а, a, a, + À, 
1 -1 -1 -1 
cz 一 ci а, А; 0 0 
€4 一 Cl | 
— a 0 А, c 0 (T) 
Съ+1 Ü” C1 : : : | : f 
a Ü Ü À, 
1 em 
rni tyrr 1 + 一 А, () 
пур? a, À, 
'' а» Д, 
r Cl : 
1 д, ntl * 
а À, 
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类 型 V 可 利用 范 德 蒙 行列 式 计算 的 行列 式 . 
例 17 计算 n 阶 行列 式 


2 £a Xa A 

2 2 2 2 
21 z >; r 

D, = | 
一 了 n-2 -2 – 2 
Ti v 2 T3 2 

п я ?t t 

ү . 2 2 з k а & x, 


解 ” 作 如 下 行列 式 使 之 配 成 范 德 蒙 行列 式 : 
1 1 Ut 1 1 


Xi X2 + y 

2 2 2 2 
Tı 2 + y 

n 
p(y)= : : = || (> - =.) (x; — x; ) 

-3 2-2 n-2 2 i=l 1=< < < 
+ 1 X x, У 

- 1 п-1 n-1 -1 
Xa X» + y 

7" 

Х 1 Хә X y 


此 处 у 是 变数 ,由 此 可 知 D E р(у) ЕЖ у ”的 余子 式 . 
р\у)= III (x, -zxjy +(-1) (53 +2, + + xy ` +]. 


1Ix;j dmn 


另 一 方面 将 p(y) 按 它 的 第 n +1 列 展开 即 得 
р(у) = Il (zi— x)y *C-1)" "Dy" + 


1Ig;j ism 


比较 p(y) 中 关于 y" ' 55 38 BD: 
D, = (z, tzit + x,) ll (x, 7 xj). 


BOE #117 采用 升 阶 的 想法 比较 自然 IB R A B) EE — (у BRE) А07 
是 马上 可 以 想到 的 .一 般 来 说 , 升 阶 法 较 难 把 握 , 只 有 在 其 他 方法 不 易 解决 或 者 
明显 地 可 用 升 阶 法 解决 时 才 考 忠 用 此 方法 . 

例 18 计算 下 面 n 一 1 阶 行列 式 


2^-2 271-2 2-2 2 

3-3 3123 … 3-3 6 
р,-; = А . . | А 

л ami 3 2 

n on n 一 1! "tt n тҥн n п 


解 ” 用 加 边 法 将 行列 式 化 成 范 德 蒙 行列 却 . 
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1 1 1 1 1 
0 2'-2 2"!-25 2! -2 2 
D,.,—-|0 3'-3 3'"!-3 3 – 3 6 
О n'-—nm n" —п п-п пг — m 
1 1 1 1 1 


n*tin 2 2" P o 2 2 


кз t3r, К 
BM aa 3" 3" t MN 3? 32 


tit att É w T 


ra * nr, : 
n n п" n^ m. 
1 1 1 1 1 
1 2 2" 2 2 2 
=n! |1 3" 3'7 3 3 
] n" n”? n^ m 
l 1 1 1 1 
1 2 2 2"* 277! 
=n! (—1)6072*o7920 221 1 32 43" 72 3^7! 
1 " n” п"? п"! 
MD (i-j)eC- n= TT "n 
1x j« isin k=1 
类 型 MY 其 他 形式 的 行列 式 . 
例 19 计算 行列 式 
| 1 1 2 
mE 1 2-х° 2 3 
Р = 
2 3 1 Š 
| 2 3 1 9- x° 
解 ” 析 因子 法 . 
D 可 以 看 作 关于 x 的 多 项 式 F(z) ,观察 D 的 一 次 因 式 , 当 z= +1 时 
| 1 1 2 3 
f(t1)- 11253 = 0, 
2 3 1 5 
2 3 1 8 


057 >» 


M х= +2BF,f( +2)= 


м — =— 
GU 
r3 
m М b 
л Сл 2 UO 


2 3 1 
可 见 f(z) 有 因子 :x -1,x+1,x 一 2,zx+2. 另 外 从 行列 式 定 义 可 知 D 中 
含有 xz 的 最 高 次 数 为 4, 故 
Р=с(х-1)(х+1)(х®—-—2)(х+2). 
S r-0 #18 D= -12, FÆ c= -3. 故 
D= —3(х—1)(х+1)(х-—2)(х+2). 
8l 20 计算 行列 式 


х а, а, ^" al 1 

a, х а, а-у Í 

a, а, < а-у l 
D = А 

а, а, а, °` x 1 

a, a, аз ^" a, 1 


解 ” 观 察 行列 式 的 特点 , 当 = 取 ai ,ay,…,a, 时 ,行列 式 都 有 两 行 相 同 , 因 
而 此 时 的 行列 式 的 值 为 零 ,可 将 行列 式 看 作 关 于 x 的 多 项 式 , 且 此 多 项 式 有 因 
A r-a,,:—2a5,",r-—a,,BXB] ix: 

D-c(x-ai)(x-aj) (r—2,) 

D "Hx 的 最 高 次 项 为 x ,系数 为 1, 故 c=1, 即 行列 式 р=(=-а,)(=х- 
а;)*(х=—а„) | | 

ЖАЎ 例 19.5] 20 的 求法 采用 了 析 因 子 法 ,其 方法 为 : 

如 来 行列 式 D 中 有 一 些 元 素 是 变数 z( 或 某 个 参 变数 ) 的 多 项 式 , 那 么 可 以 
将 行列 式 D 当 作 一 个 多 项 式 沁 z) ,然后 对 行列 式 施 行 某 些 变换 , 求 出 у(х) 
互 素 的 一 次 因 式 ,使 得 fz) 与 这 些 因 式 的 乘积 g(z) 只 相差 一 个 常数 因子 c , 根 
SIRE 比较 f(x)5 g(z) 的 某 一 项 的 系数 , 求 出 c 值 , 便 可 求 得 


= cg(x). 
例 21 RÆ n 阶 行列 式 
Ĝu du а, 
ао а) а: 
a, а C" dy 


Ф а= - а, ij=1,2,…,2 证 明 : 当 ?2 是 奇数 时 ,D=0. 


`= 
ur 因为 a, = — a; WA ар = ар = a —U. 


0 12 й | 0 Ul 7а] 
EM ZV Ü б An G 12 0 "tt ^.» 
D = _ = ( 一 一 1)” " — 
一 Qi – а, 0 а, à; О 
一 万 ,得 万 =0. 
例 22 计算 
Qi @|,, dij 
D- 23, 2, 2j | 
323772, 
Qj аы, а» 


这 里 是 对 所 有 п 级 排列 求 和 . 

Ж 解法 1 之 中 包含 n! 个 nn 阶 行列 式 ,交换 每 个 行列 式 中 的 第 1,2 m 
列 ,所 得 n! 个 行列 式 的 和 仍 是 DD BJ n! 个 行列 式 之 和 ， 又 因为 交换 两 列 后 
列 式 变 号 ,因而 


а, а, С а ij а, 7 ау, 
ај ај “~ а, а ау ‘~ а, 
р ГА } 22), j j, 
p= Y | | =- >, | b. 
hhi | : : : hi : : : | 
йз, Qn, а„ ай, а, а, 
因而 D =0 
a a a 
Q 11 G1» @ | 12; 12, у 
аз а 2 42; 42, а); 
1 2 т 
解法 2 50р = 则 有 | = 
Gu G2 G nn a a a 


(71) 9279 D, 
因 所 有 ”级 排列 中 奇偶 排列 各 半 ,在 和 中 DAWES 与 加 负 导 的 个 数 相 
ж. D-0. 
例 23 证 明 
f an(t) aj) + an(t) 


_ ax(t) ant) … a, (t) 


d 
dz 


a, (t) alt) … a, (t) 
e 59 ° 


neo "t a, (t) 


564) cn aq (t) 


as) 77 das) сз а (0) 
证 明 ”根据 微分 运算 法 则 知 
左 端 = | >) (Ca) 9 au (as, (baw (0 | 


jj 


i 


n 


У! (-1) 75s [a (t)ay, G) au (2) + ay a5, (2) 


hi ti, 


a, (2) + s.a ta (2)a5; (t) a ny (t)] 


» (71) 97) a^, (1)as, Gr) a, (t) 


| 


129772, 
+ У? ( 一 1) hav (2)a 5j, Ct) a (2) + — 
3115772, .. U : . . 
+ > ( — 1) 97 au (2)аз, (t), (t) = BR. 
2315772, 
例 24 证 明 
antr aptr c" а, += ап ар ° ay 
antr aptr * atr ад а» `° а, a " 
1) - | tr >; >; Аз, 
| del j=l. 
а. tx ах c atr а1 am * Am 
а "" Ains 
其 中 А, 是 行列 式 | : : | 中 元 素 a, 的 代数 余子 式 ; 
G, 77 аһ 
ајр ар ајр Ga "7 din-i Gl, 1 
、 - Q3 702; apo as U аз n-1 @эп 1 
2) У! У! Aj = Е . . 
i=} j=1 M М : EM 
EE Е | йл “an an G, °" G. n-1 ^ nn 1 : 
证 明 1) 证 法 1 加 边 法 . 
1 x r ih 2 l хүж ` <= 
() 411 tr ар + zx . Ain tx -1 а а 2 "tt G4, 
Ру р 
LE 0 a, tx a> + x "t а, t X 一 一 一 一 -1 Q3 an "t а›, 
F3 ^ | 
Fa P, 
Q aal +r G, + + “+ A nn +r Fa+1 71 -1 dal а „2 Md Ann 


dil Q 1» "t Gig -1 4 12 "t Gi, 
按 第 1 行 da1 а 22 "t ^, ш 1 а 2 "TT Azn 
T E 
展开 : : : : : : 
dal а „2 n Я nn Т 1 а „2 t A nn 
_ 1 11 an 1 n-1l 
— 1 ui * t + (1 
1 + +1 21 2,n-1 
(-1) Ру € | 
— 1 а „1 њое GG, n-1 
ај ai? ЗЕ 
从 第 2 项 开始 аз G "222, 
均 按 第 1 列 展开 | : : 
а. а, "UU 0, 
r п H 
+2 M Aata У А. ++ M A, 
i-i i=1 i=] 
Ci бёр "7" Qin 
а аз `` а, " - 
=j ` | +2 A, = 右边. 
. : . [=] j=l 
Gu а 42 n A an 
` = 
证 法 2 拆 行 ( 列 ) 法 . 
ау арх c" Apt T aytz c7 
йл antr ** a tT I аз +х `: 
ЖН = | ` | ‚ t|. 
а „1 Gu + X UT а nn + + + а „2 + + UT 
Gi Qi `° G1, ] G, U Qin 
агт азр `° An 1 аз 7 An 
— +.. —— + + 
Qal а n2 T G un 1 @һ? UT а un 
Gi Qai U Qi,n-l 1 
da1 da2 "tf G5. n-i 1 
+ ++++ т 
а „1 А „2 n ,nl 1 
n Fi 
-D*z У\ Ад+ +z УА, 
¿=1 i-l 


+ к. + 


" 61 


= р + x 
= { 


n 


> А;=Ћ№. 


j=l 


2) 令 1) 中 的 z=1, 则 有 


a 


u tl 


"PESE 


Ain а ау; 
ntl antl а, +1 192 222 
ntl аз+1і + a, +1 а а, 
atl а„+1 ai, +1 
" а +1 ati а, + 1 
А; = : : l 
l j=1 : : 
anti а, +1 a, tÍ 
п а, Gin 81 Qj,,-1 T Qin а, +1 
хл 7023 43745 ° а@›-у7@„ аз, +1 
„7 42 G, 7, ` Q,, йы mtl 
йу ауу ау: Gi ` Ai,n-1 Ain Qin 
аз аљз G O33 "'"  Q2,n-1 0824 82, 
Cal Ча» Ana аз ‘б QG, I-l On Gn 
u On ар Gi lU Qi, n-1 Ain 
21 422. арт âz A,n- 22, 
ni 2 Am аз (0 n,n- Ann 
计算 f(x +1) - f(x), Rm 
1 0 о O 
1 2 0 0 ... 
1 3 3 0 
/\х)= |, HAE 
1 n C: C С"! 
L onti Ca Ga "m 


Ш ”解法 1 化 三 角形 法 .，. 


tet 


1 () 0 0 ... () rtl 


1 2 0 0 5 0 х? +2х +1 
3 3 0 … 0 rx +37r +3zr+1 
f(z +1)= | . . . - , 
| n C С. o QU z nm +r"? +... 1 
l ntl Qa Ga cc Qu а(н) 
1 O 0 0 … 0 1 
1 2 0 0 ... () дж +] 
| 3 о 0 За +3x+1 
Кх +1) - f(x)- | . . 


1 n C. C. € cU nr" +++] 

l ntl C, Ch, c Ci (rli) 1 
将 上 面 行列 式 第 1313€ -1 ,第 二 列 乘 - z, 第 三 列 乘 — x? ,… 第 n XE — zx"-! 全 
部 加 到 最 后 一 列 得 


1 0 0 0 0 
1 2 0 
3 3 0 
fíx*1)- f(x)- | 
1 n C QG С! 0 


1 atli Cj, Qu, - CH! (Zn +1)z" 
=(n +1)! x". 


例 26 计算 n 阶 行列 式 


е 0 € л 
ә 
09 Ñ Xo Š 
‚в чоло © 
+ Чо Xo Xo ° 


b B p 8 ... Q 
Bt 解法 1 降 阶 化 三 角形 . 
当 nz2 时 将 第 2 行 以 后 的 各 行 都 减 去 最 后 一 行 , 然 后 第 2 列 以 后 的 各 列 
都 加 到 最 后 一 列 ,再 按 第 1 列 展开 . 
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0 a — В () B-a 
() q^ 一 g 
原 式 = : . i | i 
0 0 0 a-B В-а 
b В B B a 
A a a a (n—1)a 
0 a-g 0 0 0 
_ 0 0 а — В 0 0 
0 0 0 а – В 0 
В а+ (п -2) 8 
а – В 0 0 0 0 
0 a — В 0 0 
_, 0 0 а В 。 0 А 
0 () 0 .. a-p () 
В ... B at(n-2)f 
а а ee а (л-1)а 
а — В 0 К () 0 
(-1) b| 0 а-в : 0 0 
0 0 . a- 0 
— 2A(a- BY" [at (a 28] 0-1)" (D (п - Dab(a — BY ° 
= (а В)" [Аа + (n -24AB- (n-1)ab]. 
n 三 1] 时 ,D, =À. 
解法 2 化 三 角形 法 . 


先 设 a 0, EB 尖 有 , 先 用 -全 乘 第 一 行 后 加 到 其 余 各 行 ,继续 用 


С REPRISE LA: 
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д (n D(ab ар) 
«=Й 


0 а — В 0 
D, = 0 0 0 
0 0 " a-f 


_ E _ (n MTM, -g 

= (а – 8)" [да+ (д, -2)AB — (n 1)аһ]. 
M a = 0 R а= ВНТ, TEREK, EEA SR ур. 
解法 3 利用 拉 普 拉 斯 定理 展开 


А а а a a 
b a B 
D =|0 8-а °-0 0 0 
0 0 0 0 а — В 
À (л-1)а а а а 
b at(n-2)g В В 
_ |0 0 а – В 0 0 
| 0 0 0 а-в 0 
0 0 0 0 а — В 
а – В 0 0 
КЕ (n —1)a Q а- [f 0 
- at(n-2)g| 
0 0 a-p 


= (о ~B)" [Aa + (n - 2)AB — (n - Dab]l. 
例 27 计算 ” 阶 行列 式 ， 


a b 0 = 0 p 0 

c а b 0 0 

0 c a 0 0 0 
D, — . . 

0 0 a b 

0 0 0 ~~. p C а 


解 ” 将 DD, 按 第 一 列 展开 ,得 
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D, = aD,., = bcD,_,. 
设 a,B WX E -ar + bc = 0 的 根 , 则 


= a t V a` —4bc g- 4 V a — Abc 
mE i 5 


HS a+8=a,aB= be JE TRAC X, 
D, ~ aD,., = BCD,., ~ aD, _;). 


由 此 弟 推 下 去 ,有 
D, — aD,_,=8(D,,—aD, ,)2:-- В ^ (D,- aD,). 
由 于 D, = a 5 二 a — bc,D, =a, W 
D, - ар, =a? — bc - оа = (а + В) —aB— a(a + В) = В, 
D -aD ` = В. 
[5] EB n] 18 
D, = BD,- = a". 


M a 关 B, 即 a? —4bc Bf, Н (3)* a- (2): 81% 
(a-B)D,-a-g'. 
Í а 2"'! J а? — 4bc 
M a= g,Bl a? — Abc 时 , 则 由 (2) 得 
"р, = а" + ар, = оа" tala" l + aD, ,)-2a' +a D, = 
-(n-1)a" +а"' ‘Р, = (п - 1)а +a" '2a 


"aD zo D(2). 
0128 ”计算 行列 式 


а b c. d | ja -b -c -d 
р? = -b a -d c jab a d -=c 
-с d a -6b c -d a b 
-d -c b a d c -b a 
a+b+ + 0 0 0 
0 a? + b° + c + d° 0 0 
x 0) | 0 a + b° + c + d° 0 
0 0 0 ggg 
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p = -8 (atv a - Abc)" (a — V a° - 4bc)""" 
P . 


(1) 


(2) 


(3) 


= (a tb +t it Y. 

D=+(a* +b + + 4а?) 但 D 中 ao 的 系数 为 1, 故 必须 取 正 号 ,于 是 
D=la +b t + d°). 

二 、 关 于 代数 余子 式 的 计算 

例 29 EM n 阶 行列 式 


1 3 5 271 一 1 
1 2 
1 3 
Р = |. 
1 n 


求 其 代数 余子 式 Ai + Ao +… + Ai, 之 和 . 
解 ” 构 造 行列 式 , 将 |A| 中 第 1 行 的 元 素 均 换 为 1, 则 
А. +А +++ ДА„=1],А,+1,А„ ++ +1:A,, 


1 11 -- 1 1- = 0 0 -- 0 
1 2 = 
1 1 2 
1 3 noy’ 
— ”| 1 3 

| „21, 
1 n ' 

1 n 


ETEEN m 

点 评 改变 aL A, 的 值 不 变 ,构造 一 个 行列 式 ,使 所 要 求 的 代数 余子 式 在 
两 行列 式 中 相同 ,通过 新 行列 式 计 算 所 要 求 的 代数 余子 式 之 和 . 

例 30 EA n 阶 和 矩阵 Е 


1 1 1 
| 1 1 
А = . | 

1 


求 |A1 的 所 有 元 素 的 代数 余子 式 之 和 . 
Ж |Ai=1 X 
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1 1 lil 
1 1 : nir 
(A | E)- = — 
1; i 
1 :1 -1 
: -1 
: -] 
1: 
1 -1 
1 -1 
BI A = э, ; 
V2] 
1 -1 
1 -1 
& A'-lA| A = É ,从 而 
-1 
1 


> Y A, =n+[-(n-1)]=1. 


点 评 因为 A 的 伴随 矩阵 A: M ELA | 的 全 部 代数 余子 式 组 成 ,因此 


A“ 的 所 有 元 素 的 和 就 是 | A | 的 所 有 代数 余子 式 的 和 .由 于 A ' =|A|:A ,B 
而 可 以 用 和 矩阵 的 初等 变换 求 出 A ,再 求 A" ,然后 将 A АЖААН) 


| А | 的 所 有 代数 余子 式 之 和 (也 可 求 部 分 代数 余子 式 之 和 ). 
=. ниши I | 
йз 解 方程 组 


Z1 十 Qi 十 Q1Z3 十 全 
2 n-i 
ху taz, tazzz; t "ta, r,-—l, 
其 中 a, =a, (1553 ,1,J =1,2,+е, 
š 1 
"cta, rQ—l, 


2 
Tı + Unit? + Ud t: 


n). 
BE 该 方程 组 的 系数 行列 式 怡 为 n 阶 范 德 蒙 行列 式 的 转 置 行列 式 , 因 为 a， 


б ° 


*a((Gzj)EÉED- || (a 一 aj) 关 0. 由 克拉 默 法 则 知 方程 组 有 唯一 解 . 


1% < i= n 


D. 
z, = ту (1—1,2,:^,n). 


其 中 DARRO, e DEAR D 中 的 第 i 列 所 构成 的 行列 式 . 由 行列 式 的 性 
E A: 
D,-D,D,-:--D,-0. 
故 原 方 程 组 的 解 为 (1,0,0,… ,0). 
例 32 设 有 线性 方程 组 
xı + ж,+2ху+3х,=1, 
ху t3z, tOr; + х, = 3, 
3x, х, kx, + 15ке, = 3, 
zı 5х, – 105; +125, = 1, 
їп] & 取 何 值 时 方程 组 有 唯一 解 ? 
В ”为 使 方程 组 有 唯一 解 ,必须 使 系数 行列 式 D7^0 , BI 
1 1 2 3 
1 3 6 1 
D= —6(2- k)>=0, 
3 -1 -k 15 
2 -5 -10 12 
即 只 要 k42, FRAAIE. 
例 33 者 齐 次 线性 方程 组 
xı tx, + z; tax, =Ü, 
ху +22, + z, + z, = Ü, 
ху tx, = 3z; + xz, =0, 
| xı t xz, taz, + br,=Q0 
有 非 零 解 , 则 a,b 应 满足 什么 条 件 ? 
解 ” 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 D=0, 即 
l 1 1 a 


D = =—4b+(a+1) =0, 


1 2 1 
1 1 -3 1 
11 а b 


也 就 是 当 5= UT D sp yeu AL ERA. 


例 34 idt (=) = c, + cx + e + cx" 用 线性 方程 组 的 理论 证 明 , 奢 是 
f(x) 有 n+t+1 个 不 同 的 根 ,那么 f(x) 是 零 多 项 式 . 
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UEBA 1 zi,z zol 是 jz) 的 2+1l 个 不 同 的 根 , 则 有 齐 次 线性 方程 
组 
соъ суху + сохр + сох" = 0, 


2 
со ъс Жә tezi b n с, = 0, 


Co * C Xu.a Сох bn T cux, 70, 
其 系数 行列 式 的 转 置 是 一 个 n + 1 阶 的 范 德 蒙 行列 式 .而 xz, ,xz,,… ,Zz, 互 不 相 
е), D 关 0. 方 程 组 只 有 零 解 , 即 co = c = = c=0,f(z) 是 零 多 项 式 . 

例 35 а, ,а,,`,а, Р 中 互 不 相同 的 数 ,6,,65,,… b, E SK P 
中 任意 一 组 给 定 的 数 ,用 克拉 上 默 法 则 证 明 : 数 域 P 上 存在 唯一 的 次 数 小 于 nn 的 
EMAS), IE f(a;)=6,(i=1,2,…,n). 

Ш ў р(х) = со +с хъс, х tete, T | 

H f(a,)= 2,,18: 

со + суа + саз ++ суат =Ь\, 


2 n-l.. 
Co t саз + са; + +с„-уа, = 6,, 


cg + c4a, + са t t e, a =b,. 
把 它 看 成 关于 co,cl,…,c'-i 的 线性 方程 组 ,由 于 系数 行列 式 为 一 范 德 蒙 行列 式 的 
转 置 行列 式 , 由 题 设 它 不 等 于 零 , 故 方程 组 有 唯一 解 ,从 而 所 求 多 项 式 是 唯一 的 . 
5136 右 图 表示 一 电路 网 络 , 每 条 线 上 标 出 的 数字 是 电阻 ,天 点 接地 ,由 
X,Y,U,Z 点 通信 电流 的 强度 皆 为 100 安培 , 求 这 四 点 的 电位 (用 克 希 瞧 夫 定 
Ф). | 
解 ” 设 电流 如 图 所 示 , 则 有 
—1,+1,+1,=100, А 
I, — L, +1, = 100, 
L, 1, + 1, = 100, 
I, — L, + I, = 100. 1 
Ж X,Y,Z,U WM MH p., p, 0 p, Æ 


示 , 则 由 =p Ti: 


(1) Z, 


I, =2, ~ 2, +1, = ЗФ, —2ф,, 2 — 
1, =4ф, - 49, , L, = PaT @, 
I =6Фф,,1, = 7Ф,, 


1, =8ф,,1, 75o,. 


代 人 (1) 得 方程 组 : 
99, —29, — p, = 100, 
-2¢, *129,-39,-100,: 
' 2 
7-359, t 159, 7 49, = 100, 2) 
~ Ф, —-4o, + 10%, = 100, 
解 方程 组 (2) 得 : 
210100 188400, ,. 
T: — 12907 (Ж), 9, = 12907 UA), 
_ 183300 — 223400, ,, 
Ф: 12907 (IK), Ф, = 12907 GA). 
$2.3 J i 


1. 决定 以 下 9 级 排列 的 逆序 数 ,从 而 决定 它们 的 奇偶 性 : 

1) 134782695; 2) 217986354; 3) 987654321; 4) 523146879. 
2. 选择 ;1 k 使; 

1) 12741569 成 偶 排列 ; 2) 112524897 成 奇 排列 . 

3. 写 出 把 排列 12435 变 成 排列 25341 的 那些 对 换 . 

4. 决定 排列 n(n 一 1)…21 的 逆序 数 , 并 讨论 它 的 奇偶 性 . 

5. 计算 排列 2k,1,2k 一 1,2,… k ^ 1, e 的 道 序数 . 

б. 假设 排列 < ,xz,,… ,zz, 的 逆序 数 为 ,排列 zx,zx,.1…x;X| 的 逆序 数 是 多 


7. 在 6 阶 行列 式 中 а»ахавьа»а ав › aD 44 41405 ања ад 015032 055 * 
at4a46 这 三 项 应 带 有 什么 符 导 ? 
8. 与 出 4 阶 行列 式 中 所 有 带 有 负 号 并 且 包 含 因 子 an 的 项 . 


0 0 ** 0. 1 0 | 

0 0 .. 2 0 0 0 2 —- 0 
Di: : | ， 2) . .. . . 

0 л-—-1 0 0 0 0 n — 1 

n Ü 0 0 n 0 


27] > 


п-1 = 0 0 0 
0 0 0 n 
10. 由 行列 式 定 义 证 明 : 
a, а, аз a, а; 


b, b, b, b, b, 


c c€ 0 0 O =O. 
d, d, 0 0 O 
e e 0 0 0 
11. 由 行列 式 定 义 计算 
2x x 1 2 
1 z“ 1 -i 
fi. 
1 1 х 
中 x 与 zx 的 系数 ,并 说 明理 由 、 
1 1 ... .1 
12. 由 | + — 1 =0, 证 明 ， 级 奇偶 排列 各 半 . 
1 1 1 
13. iZ 
1 т т? e ng]. 
b(x)-|l a; aj … ат |, 


| 20 0l api aka 7 asi 
其 中 a ,a,,… ,a,-1 是 互 不 相同 的 数 . 
1) 由 行列 式 定 义 说 明 p(xz) 是 一 个 n -1 次 多 项 式 ; 
2) 由 行列 式 性 质 求 р(х) ЮЖ. 
14. .考查 下 列 行列 式 


| i; i; a 
ау ар ` Qir и, li, l 
51 а 2 d Aan 加 21 di, Ut 42i 
Gs 2 A nn Gi, Qi, a, 
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其 中 ¿ei E 1,2, n 的 一 个 排列 ,这 两 个 行列 式 之 间 有 什么 关系 ? 
15. 计算 下 面 的 行列 式 


246 427 327 r y rty 
1) | 1014 543 443|; 2) y rty m |; 
—342 721 621 x+ y x y 
3 1 1 1 123 4 
1 3 1 1 2 3 4 1 
3) 4) . 
1 1 3 1 3 4 1 2 
1 1 1 3 4 1 2 3 
16. 讨 算 下 列 行 列 式 
1+ гт 1 1 1 
1 1— т 1 1 
1) ; 
1 1 1+ у 1 
1 1 1 1— у 
a^ (а+1)? (a +2)? (а + 3)° 
2) b^ (b+1) (6+2)? (Ь+3)? 
c (c+1) (c+2)2 (с+3)?° 
d (4+1)? (4+2)? (4+3)? 
1 1 1 1 1 4 9 16 
1 2 3 4 E 4 9 16 25 
3) | 4) ; 
1 3 6 10 © 16 25 36 
] 4 10 20 16 25 36 49 
1 5 0 1 -1 
() 1 2 -1 4 
2 0 1 2 | 2 0 —1 1 A 
5-135 12563 2 1 + o 
3 31 2 1 1 -1 0 1 2 
A 1 0 3 5 1 
A 1 3 0 > 
17. 证 明 
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1) 


2) 


3) 


18. 


1) 


2) 


3) 


. Få · 


а, -1 0 
а, X -] 
: : =a" +a r" 
Q,-2 一 
an- 0 0 z 
atB ap 0 0 0 
«+В ap 0 0 а" В 
o poe 0 0j 
() Ü 0 1 atf 
COS а 1 0 0 0 
1 2соз а 1 0 0 
0 ] 2cos a 0 0 = cos na. 
0 0 0 1 2cos a 
计算 下 列 n 阶 行列 式 : 
a 0 0 0 0 b 
0 a 0 0 Б 0 
0 0 a --.b 0 0 
: : : E : (2n Br); 
0 0 b a 0.0 | 
0 b 0 0 0 
b 0 0 0 a 
a, b, 0 
0 a, b, 0 
0 0 n-i b, 
b 0 0 0 а, 
l-a; а› Ü 
-1 1-а, A3 
0 -1 1-a, 0 | 
0 0 1—а,„-\ a, 
-1 1-а 


0 0 
0 1 3 =- 0 0 
4) : : : : TIE 
0 0 3 2 
0 0 0 1 3 
1 a, () 0 
—1 l-a, а, 0 
5) А m са ñ | ; 
0 0 1—а,., a, 
0 0 -1 l-a, 
-1 0 0 
-1 2 -1 0 
0 -1 2 - 0 0 
6) К. : : |° 
0 0) 2 -1 
0 0 -1 2 
a 0 0 
0 a 0 0 
7)|: i : :|; 
0 a 0 
1 0 a 
1+ ух y 
z 1+ = 
8) E E E ,但 += yz; 
y 
z 1+ = 
0 1 1 1 
2 
9) |1 3 
1 п 


19. 计算 n 阶 行列 式 ， 


a 75 +» 


1) 
t 0 0 0 
1 0 
x —1 0 
0 £ _ 1 
0 0 x 
2) 
0 0 0 
0 0 0 
a, Q,-1 й„-2 
l 2 3 
-] 1 
-] 1 
3) 


20. 计算 n 阶 行列 式 


l 2 2 
2 2 2 
1) 12 2 3 
2 2 2 
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аз 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


7) 


0 1 2 
1 0 1 
2 1 0 

n-l n-2 п-3 

х y y 

z х y y 

z x y 

z z x 

z 2 2 
1 2 3 

-1 0 3 

~} -2 0 

-1 -2 一 3 

lta, 12 а з 
а} lta, аз 
а | а, lta; 
а а: 3 

1 1 1 

1 2-т 1 

1 1 3— х 

1 1 1 

rtl x X 
x х + 2 x 
£ x х + 2° 
r r x 


n — 4 
У 
y 
y 
x 
n 
n 
H |; 
0 
Q a 
a, 
a, 
lta 
1 
1 
1 ; 
п- т 
V 
хт +2" 
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> 1-1 1-4 1-2 
п n 4 n 
. 1 ] ^ 1 
Id 2 1-— з 1-— 
8) n n n |(n ET); 
T 11 1 一 l 2 
tt 11 n 
LIT Xa X | 
9) t r, т X, 
A | XX» +, 0H 
1+ х, у; I+ ziy 1+ z, y, 
10) [tna [tn Г 227, | 
1+ т„у ltd 1+ х,у, 
1 2 3 (n —1) n 
1 1 1 1 (л—1) 
11) |1 1 1 o cs (n-1) 1 
| (n-1) 1 l l 
й | b, Gi b, a, б, 
a,-b, a,-b; аз b, 
12) a,~ 5, а, — b, an а, — b, 
a, ш b, d, ш р» Us а, m b, 
22. 计算 n +1 ÎTI 
ai ai b aibi 
а; аз b; azb, 
п n-1 п і] 
Q, + 1 а.б, +1 а,+10,+1 


23. 计算 n 阶 行列 式 : 
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a, = 2 1 1 1 
] а,—2 | 1 1 
1 1 "* a4,-À 1 


24. 用 克拉 默 法 则 解 下 列 线性 方程 组 : 


2x, —z,t3Àx,*2-,-—60, 
К — 3x, + 3x; +2х,=5, 


1) 
3, ~— 7X, жз +25453, 
Зх, ~ xz, + 3х7 z, =á; 
xı + 2x, t3x,-22,76, 
2r,—7 x;- 224,7 Зх, = 8, 
2) Зх, +25, - х3 +25, = 4, 
2х, - 3х, +253 +05 78; 
3) 43x, + r, T; +22, — 2,73, 


хү+2х,-2х,+4х,-— x47 - 1, 
AX, – х, +30; - 4х, +255 = 8, 
4х, + 3х, +4ху +25, +2х55= - 2, 


£, — z, X, +254355 = 73; 


5х, + бл, =1, 
Tı + 5х, +62; = (), 
4) + + Әх» + бх, —(0, 


х,+5х,+6х=0, 
xz, + 5х5 =1; 


zi t хж,+2ху,+3х,=1, 


 |3z,- x4- z; 2r, = T4, 

5) 
2х,+3х,-— £37 z = 70, 
ту+2х,+3ху-— х= - 4; 
rz +xz,+x, + х,=0, 
rtr. + x,t z570, 

6)+җ‹х,+2х,+3х,=272, 
х,+2ху+3х,= 72, 
ху+2х, +35; = 2. 


(a, 3,1=1,2,. 


,n). Е 


25. 求 一 个 二 次 多 项 式 f(r), fE 
/(1)=0,/(2) =3,7(-3) - 28. 
26. iX a,b,c, d 是 不 全 为 零 的 实数 ,证明 :方程 组 
ax, 十 bz, + cr, t dz, = 0, 
bz, ах, t ахз — сх = 0, 
cr, - ах — az, + b=, = Ü, 


dx, + cx, — br, — ах, = 0 


只 有 和 零 解 . 
27. 设 水 银 密度 h 与 温度 : 的 关系 为 : 


h=atatta t *a,t. 


由 实验 测 得 以 下 数据 


13.57 13.55 13.52 


13.60 


Ж z: =15°,40 时 水 银 密 度 ( 精 确 到 小 数 两 位 ). 
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1. 25:1) 10,18. 2) 18,18. 3) 36,18. 4)7,@. 

2. Ж.]) ;=8,b=3. 2) i—-3,h —6. 

3. 765:(1,2),(1,5), (3,4). 

4. Жат(л(л-1)+21)=-ул(я - 1); n —4k sk 4k + 1 时 为 偶 排 列 ; 当 


n 二 4k+2 或 4&+3 时 为 奇 排 列 . 

5. "ik. 

6. EE SHORE Capt, i) = ZD. 

7. 7:1) IE 9.2) IE 8.3) fA S. 

8. 解 :将 含有 元 素 a,, 的 项 中 各 元 素 按 行 的 自然 顺序 排列 ,其 列 标 所 组 成 排 
列 的 第 二 个 位 置 上 是 3, 这 种 排列 共有 6 个: 

1324,1342,2341,2314,4312,4321, 
其 中 奇 排列 是 1324 ,2341,4312, 所 以 所 求 的 项 为 : — an asas aa 一 12023034 7 
qis ^ Q414,023031042- 

(n - (n -2) 


9.) (-1 7 81. DOD al 33(- DM. 
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10. 提示 :展开 式 中 任 一 项 都 含有 后 三 行 处 于 不 同 列 的 三 个 元 素 ,这 三 个 元 
家 至 少 有 一 个 为 零 . 

11. Zr 的 系数 为 2,x 的 系数 为 一 1. 

12. 提示 :行列 式 每 一 天 的 绝对 值 都 是 1, 又 行列 式 的 值 为 零 ,所 以 带 正 号 的 
项 与 带 负 号 的 项 个 数 相 等 , 当 行 下 标 按 上 自然 顺序 排列 ,各 项 符号 由 列 下 标 所 成 排 
列 的 奇偶 性 确定 ,因此 奇偶 排列 各 半 . 

13. Ж.1) pp(z) 只 有 第 1 行 中 含有 > ЮЖ ИК, НАИ п -1 H. 
=" 的 系数 是 一 个 范 德 蒙 行 列 式 ,不 等 于 等 . 
| 2) a,,a,,7,a,J& p x BB Ж. 

14. E£ D 7 (- 1) 977 D. 

15. 45:1) – 294х 10. 2) -2(x'- у). 3) 48. 4) 160. 

16. 45:1) a^ y! .提示 :从 第 一 列 起 依次 前 列 减 后 列 提出 第 1 列 中 的 z 和 第 
3 列 的 y, 再 把 它们 的 -1 倍加 到 第 4 Е. 

2) 0.Ж}ж:С,-С,,С,—С,. 

3) 1. 提 示 : 从 第 4 行 开 始 依 次 下 一 行 减 上 一 行 . 

4) 0. 提示: 从 最 后 一 行 开始 下 一 行 碱 上 一 行 , 然 后 再 重复 一 遍 上 述 过 程 . 

5) —483.6) i 


17. 提示 :1) 从 第 一 行 起 前 行 乘 以 x 加 到 后 一 行 ,再 按 最 后 一 行 展 开 . 
2) 用 归纳 法 或 间接 递 推 法 . 

3) 用 归纳 法 (第 二 归纳 法 ). 

18. 答 :1) (a^ — b^)" .提示 :用 递 推 法 . 


2) IL a+ C D"! TT 6. 提示 :以 第 一 列 展开 . 
i=l mE i=1 


3) 1+ > (一 1)'a,a,…a,. 提 不 :把 第 一 列 的 元 素 看 成 两 项 的 和 进行 拆 列 ， 
然后 对 第 一 个 行列 式 从 最 后 一 行 开 始 每 行 往 上 一 行 加 ,第 二 个 行列 式 按 最 后 一 
列 展 开 . EE 

4) 2"! - 1. | 

5) 1. 提示 :各 行 加 到 第 一 行 ,再 按 第 一 行 展开 

6) n +1. 提 示 : 按 第 一 行 展开 得 递 推 公式 D, =2D,-1 - D, ,, BB D, - D, _, 


= D, — D,- =: = р, -D =1,D = D,- +l=--=D, +(n-1)=n+1. 
7) а-а" 2. 
8) 1+ + ж tec 4 x" He R S E D,- D |=x(D,.1 - D,.,)= + = x", 
D,-D,,t*tx =+ =1+cr+-- tr. 


. 8] > 


19. Ж:1) л! CD CA LED] 


提示 : 按 第 n FRF D, -(-1)"(n-10! + nD,_, 递 推 . 

2)a,x" + аздт? + + a, -zt+tar. 提 示 : 按 第 一 列 展 开 得 递 推 公式 . 
D = xD, + a, ,也 可 用 归纳 法 等 . 

3) n(n+1). 提 示 : 各 列 加 到 第 一 列 上 ,然后 按 第 一 列 展 开 . 

20. 管 :D,=[x+(n-l)ajl(x~a)” . 

. Ж:1) ( —2)(n -2)!. 提 示 :; 第 一 行 乘 (~1) 加 到 其 他 各 列 再 按 第 二 列 

ағ. Га НИТ эзы. | 

2) (-D" (a 1:272 UR A 3847183835 i TRO 1) 加 到 第 ;-1 


行 (i 二 2,3,… ,7 ), 然 后 将 最 后 一 列 分 别 加 到 第 1 ,2,… ' n 一 1 列 上 ,下 按 第 一 列 
展开 . | 


3), D, = HEE EU XY (y z) y= 时 ， D, =[z+(n-1)y] 


(х= у)". 


=(х- х) р, + (х— у)” ' 


р, ! 
US DUROS MORE a OR D,. 


Q—"(xz—y)D,  *y»y(xr-z) 

4) п!. 

5) 1+ 了 a 提示 :将 各 列 加 到 第 一 列 提出 公 因子 ,再 用 第 一 列 乘 
(一) 加 到 第 j 列 上 (j=2,3,… n). 

6) (1— x)(2- z) `: [a 21) - zl 提示 :在 行列 式 的 各 元 素 上 都 加 上 
( -1) 后 所 得 行列 式 . 卫 ， =0, A, = (1 — r)(2-z)- -[(n — 1) — z], An = As = 

=A =0. 

利用 例题 分 析 例 2 24 中 1) 的 结论 . 

D-D. -(-1) Y As M 


7) au e |]. 提示 :方法 同 6) .每 个 元 素 上 加 ( - 2208 


п + 1) n( n +1) 


p. = 2“, DES -273 (1-272727 ) = 2 ， 


1 
(iz) 
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- УА, 
8) UCCD gus i 6) 的 方法 ,或 用 各 列 都 加 到 第 一 列 上 ,然后 2 一 n+ 
1 各 列 减 第 一 列 乘 | - 二 的 方法 . 


2803 r= m) O= m) .提示 :各 列 都 加 到 第 1 列 上 . 


10) я=1 в р= l+ у уп=28р= (x, — x) y, — y). nz3H[,D-0. 


1) (CD? CT DH 提示 ;各 列 加 到 第 一 列 上 提取 公 因子 ,再 按 第 


1 出 展开 .得 到 一 个 各 列 元 素 之 和 相等 n-1 阶 和 FIR. 
12) S n=1 8 D=a,-b,,n=2Ħ D=(a, —a,)(b, — b,), n23 В D= 
0. S78 :58 — 13€ ^ 1 分别 加 到 第 2 行 第 3 行 上 . 
b. Ь;\_ СО 
eL. M jun dl, 5 2 上 ll (ob aibi). 


{жс < = п+] 


提示 : 每 行 提出 a; (i=1,2,…,n+1) 变 为 范 德 蒙 行列 式 . 

Sici > — |ба -3e la, -3). 
提示 :加 边 法 ,第 一 行 都 加 1, 第 一 列 除 第 一 个 元 素 外 其 余 都 加 0, 第 一 行 乘 -1 
分 别 加 到 其 余 各 行 ,然后 后 再 用 二 -二 乘 第 i 列 ( 人 =2,3,…，2) 加 到 第 一 列 上 ,用 


— B n+1 列 加 到 第 工 列 上 BUB 1 列 展开 ， 


24. %;1) D= —70,Р,=р,=Р,=1О„=-70,х,=тх,=х„=тж,=1. 
2) D=324,D, 2 324, D, =648,D,= – 324, D, = -648. 方 程 级 有 唯一 解 : 
r,71,x,72,2,7 -1,z,= —-2. 


3) 方程 组 有 唯一 解 : z; =4, T, 一 —14,х» 一 -4,1,77,x,713. 


4) 方程 组 有 唯一 解 :zi = PET ,zi = LT rc Ii Ta E оруулу = Ees. 

5)D^-153,2,—72,7 -1,z;,=0,z,=1. 

6)D-716,x,72z,72z,-71,x2,72x,7 —1. 

25. Æ. f(x)-2x^-3x*1.- 

26. WE. | 

27. £ ;所 求 关 系 式 为 h = 13.60 — 0.042: + 0.000152 ~ 0.00000332°. 
ha- 713.56, hi 49; = 13.48. 
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ж-н ”线性 方程 组 


83.1. 基本 知识 


一 、 向 量 组 的 线性 相关 性 


1. 设 al,a,,"…,a,,B 是 数 域 P EB n НЕ, 27 fr fE3 Р PRAX k, 
kc. k. ,使 得 B= ka, tka, ++ Ro, Ж В Жа, ,ai,…,@, 的 线性 组 
合 ,或 说 B 可 由 向 量 组 @) a... o, RER. 

2. 若 向 量 组 @ ,0;,…,@,; 中 的 每 个 向 量 都 可 由 向 量 组 В, ,BP,,… В, EX TES 
出 , 则 称 向 量 组 0,0, o ST HR SLE B, ,8 ,…, 有 线性 表 出 , 若 两 个 向 量 组 
可 以 互相 线性 表 出 , 则 称 它 们 是 等 价 的 . 

3. 回 量 组 的 等 价 是 一 个 等 价 关 系 . 

4. 线性 相关 性 : 若 存 在 不 全 为 零 的 数 kisko U hk Ek iG, + k,G@, 十 … 十 
ра, - 0, KP k C PO P, i=1,2, 4 s ДАВЕ el ,ac: ,…，,a, 在 数 域 P 上 
线性 相关 :否则 称 其 在 P 上 线性 无 大， 

5. n 维 单位 同 量 gj = (1,0,-:,0),g,=(0,1,0,-:,0),: 8, =(0,-:,0,1) 
线性 无 关 , 且 任何 n 维 向 量 都 可 由 它 线 性 表 出 . 

6. НЯ а,,а,, т ,a,(s 之 2) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 :@| , a2,…, G, 
中 有 一 个 向 量 可 以 被 其 余 的 问 量 线性 表 出 . | 

7. i£ а,,а,,`',а, У В,,В,, ``, В, ВЛАЕ, ж 

1) HE а,,а,,---,а, п B. ,8 ,及 线性 表 出 ， 

2) r>s, | 
则 向 量 组 @,,а,, a, # TETH X. 

8. CE E FR) VU NEH 


0,,0;,'7,0,, , (1) 
D.B... B. | (2) 
(1) 中 每 一 个 а, n H (2)r BJ IB] Br 及 线性 表 出 且 (1) 组 向 量 线性 无 关 , 则 


1) <s; 
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2) 必要 时 可 对 (2) 中 向 量 重新 编号 ,使 得 用 @ ,a,,… ,a ER BILLS. В, 
后 所 得 向量 组 
Ql,0,,,0,, B... В. (3) 
(2) fft. 


二 、 问 量 组 的 极 大 无 关 组 与 秩 


1. HEH wl ,oz，…，a, 有 部 分 组 wii ,@„, 0, 满足: 

1) Qi , 0s，… , 0, 线性 无 关 ， 

2) 每 个 a; (1<¿= n ) 8B EJ Fi 0,1,0, 0,6, ЕЖ , 则 称 G, ,0,5,'7,€0,, 
为 aa,  @, ХААН. 

2. 设 xi ,oa G, E S AERE IR] Er BJ — 4 IE] ERE ZR. , 则 其 中 一 个 极 大 线性 无 
关 组 中 所 含 的 向 量 个 数 称 为 此 问 量 组 的 秩 . 

3. 任何 向 量 组 都 与 其 极 大 无 关 组 等 价 . 
”4. 一 个 向 量 组 大 含有 非 零 器 量 , 则 其 任意 两 个 极 大 线性 无 关 组 所 含 的 向 量 
个 数 相 等 . 

5. 向 量 组 е,,в,, a лп 的 充分 必要 条 件 为 :Qi ,0;,…,&, 线 性 无 
K. | 


METTI 


1. Hi EE A 的 行 向量 组 的 秩 称 为 4 的 行 秩 ,4 的 列 向 量 组 的 秩 称 为 4 的 列 
Ж. 

2. —^ Ж FE T RIS СКХ УЯН ВЕНОК. E РЕ 89 8k SF FIT 
秩 也 等 于 其 列 秩 . 一 个 矩阵 的 秩 用 “ 秩 4 ?或 “r(4)” 表 示 . | 

3. 以 下 变换 称 为 矩阵 的 初等 变换 : 

1) 交换 矩阵 的 任意 两 行 ( 列 ); 

2) 用 非 零 数 & 乘 矩 阵 的 某 一 行 ( 列 ); 

3) 用 数 & 乘 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 元 素 并 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 . 

4. 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 .对 任何 矩阵 4 都 可 经 过 初等 变换 化 为 以 下 
标准 形 : 
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其 中 主 对 角 线 上 1 的 个 数 等 于 和 矩阵 A 的 秩 : 
四 、 线 性 方程 组 
1. 线性 方程 组 有 解 的 判定 定理 : 设 线 性 方程 组 


ах, tar; + tapt, = 6,, 
aG, X, tanzt + +а,, х, = b,, 
(4) 
azı Жах) + +а,„х, = 6,, 
的 系数 矩阵 与 增 广 矩阵 分 别 为 A ЖА, 则 方程 组 (4) 有 解 的 充分 必要 条 件 为 ; 
(А) = (А ), 
JH 
1) 当 秩 (4 )= 秩 (4 )=r=n 时 ,(1) 有 唯一 解 ; 
2) 当 秩 (A )= 秩 (A)=r<n 时 ,(1) 有 无 穷 解 ; 
对 于 齐 次 方程 组 (5 = 5, =…=6,=0),(4) 总 有 解 . (4) 有 非 零 解 当 且 仅 当 
# А<л. 
2. 解 线性 方程 组 的 步骤 : 
1) IHAT AREE A 施行 行 初等 变换 ,将 А 化 成 阶梯 形 矩 阵 B( 阶 梯形 矩阵 不 
唯一 ); 
2) 由 B "IAUECA) УЖ(А) ЕТА, Jo HERES ERA NR 及 判 
断 有 唯一 解 或 有 无 穷 多 解 ; 
3) 解 出 以 B 为 增 广 和 矩阵 的 线性 方程 组 ( 它 与 原 方程 组 同 解 ) ,在 有 解 时 ,一 
般 继续 将 阶梯 形 和 矩阵 B 通过 行 初等 变换 化 为 行 简化 阶梯 形 ,所 谓 行 简化 阶梯 形 
是 指 这 样 的 矩阵 ,其 每 个 非 零 行 的 首 非 零 元 为 1, 各行 的 首 非 零 元 的 列 标 递 增 ， 
零 行 在 所 有 非 零 行 的 下 方 .注意 当 方程 组 有 无 穷 多 解 时 , 必 有 n-r 个 自由 未 知 
E. 


五 、 线 性 方程 组 解 的 结构 


1. 齐 次 线性 方程 组 的 一 组 解 向 量 m,m ,1 称 为 它 的 一 个 基础 解 系 ,车 
1) 它 的 任意 解 回 量 都 能 表 成 nons , 儿 , 的 线性 组 合 ; 
2) qm ,… ,号 ,线性 无 关 . 
2. ВА 为 某 一 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 , 则 以 A 为 系数 矩阵 的 齐 次 
线性 方程 组 称 为 原 非 齐 次 线性 方程 组 的 导出 组 . 
3. 齐 次 线性 方程 组 解 癌 量 的 线性 组 合 仍 为 该 齐 次 线性 方程 组 的 解 问 量 . 
4. ТА 是 一 个 ;Xxn 和 矩阵 , 则 以 4 为 系数 算 阵 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 
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的 充分 必要 条 件 为 : 秩 A < z( 且 此 时 方程 组 的 每 个 基础 解 系 都 含有 2- 秩 (4 ) 
个 向 量 ) .特别 地 , 舍 n CRAE n 个 方程 的 齐 识 线 性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必 
要 条 件 是 其 系数 行列 式 等 于 零 . 
5. 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 般 解 :如果 YY 是非 齐 次 线性 方程 组 (4) 的 一 个 特 
解 ,1 ,7 n. ,是 其 导出 组 的 一 个 基础 解 系 , 则 (4) 的 任意 解 У 都 可 以 表 成 
Ү= УУ, tk Th +А р * 7 t kp- n, ,其 中 AR ck, ,为 任意 数 . 


“ 六、 二 元 高 次 方程 组 
1. 称 行列 式 


Qo а, а, ‘а, 
а» a, ... s. a, 
m 
bo b, "p "tt б 
b, b, b, b. 
n a 
bo b, b, 


为 多 项 式 
Кх) = ах" tar" +a,, 
D g(x)-bx"-b,x" tb, 
(它们 可 以 是 零 多 项 式 ) 的 结 式 , 记 为 R(f,g). 
2. W 
f(z)=az"+a z" teeta, 
g(x)-b,x"-^b,x" ! ++ +b. 
是 P[zj 中 两 个 多 项 式 ,m,n >0, 于 是 它们 的 结 式 R(f,g)=0 JE VE 
0х) 5 g(z) 在 PLz]j 中 有 非常 数 的 公 因 式 或 它们 的 第 一 个 系数 a bo EAE. 
3. B f(z,y),g(z,y) 是 两 个 复 系 数 的 二 元 多 项 式 , 求 方程 组 
Д/\х,у)=0, 


1 
g(íx,y)^70 (1) 


在 复数 域 中 的 全 部 解 ,将 /(тх,у) Б gx 90 E 
Р(х,у) = а (у)х”" + а,(у)х" +e +а, (y), 
g(x.y)5b.y)x" t bi(y)x" +++ b, (у), 
фа (у), Б, (у),1=0,1,:-,п,3 = 0,1,0, т 是 > 的 多 项 式 , 把 /(х,у) 5 
glr, ER z 的 多 项 式 , 令 
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ao(y) а,(у) a,(y) Ut a. (y) 


a (y) а; (у) Uo Ut а, (у) 
ay (y) a Cy) Ut a. Cy) 
R А — 
Рв) b (y) b (y) b,(>) te b, (y) 
b (y) bily) b,(y) ө b. Cy) 
b (y) b,(y) Uv b, Cy) 


如 果 (zo,yo) 是 方程 组 (1) 的 一 个 复数 解 W уйе R,(f,g) 的 一 个 根 ; 反 
过 来 ‚ 如果 yo 是 R,(f,g) 的 一 个 复 根 , 则 абу) — boy) =10, 或 存在 一 个 复数 
zo 使 (zo , yo) 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 . 


$3.2 И в 


例 1 将 向 量 p xS Еа, ,а,,а,,а, АНАТ: 
В = (1,2,1,1)', а, = (1,1,1,1),, а, - (1,1, - 1, - 1), 
&,—7(1,-1,1,-1),a,-(1,-1, - 1,1). 
8S 5 р-ка, + х,а, + 2,0, х,а, В 
(1,2,1,1) = x, (1,111) + 2,(1,1,-1,-1) + z,0,-71,]5, 1 +xz,(1,-1,-1,1) L 

=( x, +x, +t £, t z4, £i t >, — Z; — Жу, 

Z, Za t X47 ZZ, 23,7 X4 x4). 
rz +z, tzr; tz,=l, 


ritx,—-x4—-14,—72, 


于 是 得 方程 组 : 
Zm x 十 Ti 一 4 三 |， 
| rZ, xz, х3 +5, 1. 
解 得 


5 1 1 


_ _ _ 1 
афа оар 
W В= 2а, + а-та a. 
点 评 — I E 85 E — 4" [5] EE ZH £X TE e B LR ЕЗ РУЛУ НАЕТ 
£X YE y T2 £H E 7 Ж. 
Bl 2 设 回 量 组 а. =(alya a,) i 7 1,2," 7 ,n, НАТ 
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ад ap ` a, 
求证 ”向量 组 @, ,a,,…, 0, 线性 无 关 . 
WAA 证 法 1 设 kal+k,a,+:…+ka,=0, 即 
k (an an i sain) t kilasan, a, +e +k (a,a,,,,a,,)=0. 
由 此 得 
(kian T ka + + Ёа„,Ёуау tkan te + kag.U, 
k a, + ka, to + kan) =O. 
上 式 相当 于 以 & ,k,,… ,k, 为 未 知 量 的 线性 方程 组 
anb, ta, b, s +а, Ё, 70, 
anki tank, t +а,, ё, 70, (1) 
Aiki ta,,k, t+ t a, kh, =0. 


因为 这 个 齐 次 方程 组 (1) 的 系数 行列 式 


ајр an й 1} 
i è an "U а») , 

= D 50, 
Ain An UT A nn 


故此 方程 组 只 有 了 唯一 解 k =k, = р, =D. 

证 法 2( 反 证 法 ) 假设 we, ,w;，…,a, 线 性 相关 , 则 向 量 组 a , a; ,…, a, Ф 
必 有 某 一 向 量 , 不 妨 设 cx, 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 , 即 有 
| | | a=k G t+h_ oth G.) t + ESO. 
H- kitt, kias Tka’ k, AT SUE ИТ D 的 第 1,…,i 一 1,i+1， 
…,n 各 行 后 ,都 加 到 第 i 行 上 去 , 则 D 的 第 i 行 所 有 元 素 都 变 为 零 , 故 行列 式 
D=0,W ER A. | 

点 评 ”证 明 一 个 向 基 组 线性 无 关 ,通常 采用 两 种 基本 证 法 :和 欲 证 @,,а,, С, 
0 线性 无 关 , 只 需 证 明 : 由 katka, + +k a, =0 UIE kk, 

, 70, UETR 1 属于 这 种 方法 ;第 二 种 是 反 证 法 , 因 线 性 相关 与 线性 无 关 是 两 个 互 
相 排 斥 的 概念 , 故 在 证 明 这 类 命题 时 , 反 证 法 具有 基本 的 重要 性 .上 面 证 法 2 就 
属于 这 种 证 法 .当然 我 们 还 可 以 利用 向 量 组 的 等 价 性 、 极 大 无 关 组 、 秩 等 方法 证 
明 向 量 组 的 线性 相关 性 .例如 ,为 判断 n 维 向 量 空间 P PAEH a,’ ,a 
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的 线性 相关 性 , LL X Ж p] Е ААВ AL ERR А, A 的 秩 小 于 向 量 组 的 个 数 
m , 则 该 问 量 组 线性 相关 Ж 4 等 于 mm, 则 该 向 量 组 线性 无 关 . 

Из aa, a, An EE, b, =a,+a;+.…+a,,b,=a,+a;+ 
ta, b, =a; та + +a, 1, WER: E10, boc b 5 E iai a3, 
a, 等 价 , 因 而 有 相同 的 秩 . 


WERA 证 法 1 
bi +: + Б, ++ +b =(r-1l)(a, + “Tasta, ++ +а,)+ 
(r-1)a,. (1) 
将 5 表达 式 乘 (7 - 1) ,得 
(r-1)b-(r-1)(a, t^ +a tart+qa,). (2) 
(1) 式 减 去 (2) 式 得 


a, = [b e (2-r)b, + bliss, 


于 是 组 正 也 可 由 组 工 线性 表 出 , 故 两 者 等 价 ,从 而 秩 相 等 . 
证 法 2 原来 的 7 个 等 式 可 合并 写成 : 
(bi,b,,%…,b,)=(al,a,,.,a,)A, 


0 1 1 … 1 

1 0 1 1 
А=11 1 0 1 | ， 

l 1 1 Ü 


BHTlAl2(-1) (н – 1)50, 
(a,,a,,'7,a,) - (b, bob )A 
亦 即 两 向 量 组 可 相互 线性 表 出 , 故 等 价 ,所 以 有 相同 的 秩 . 

FA PE 已 知 组 I oT HH H ФЕ B, LAE ЕРШЕН пана I ЕЖЕ BD PT. 
证 法 1 和 证 法 2 的 思路 相同 ,证 法 2 ТЕН, А КИГЕТЕЯКУОЕНЧЕ WA A 
可 用 . | | | 

6/4 а, = (1,0,3,4,3)',а, = (3, – 1,2,1,3)', а, = (-1,1,0,5,2) , 
а, = (3,0,5,10,8)', 0, = (1,0,1, -2, -2) UR а.а, ,0s ,0 0s 的 一 个 极 
大 线性 无 大 组 及 秩 . 

解 解法 1 由 题 意 知 ， "E xl ,22 线性 无 关 ,添加 o, HEUS G, m, 


ae, 的 线性 关系 . 
1 0 3 Е 
因 | 3 -1 21520, Tia, AREER, A 应 保留 а,. 
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AFM e, Ға,,а,,а,, 5% а, 是否 能 由 0,,0,,0, 2X TE H.I а, = 
ра Tk a, + hk;,G,, T IET: 
k, +3k,— bk, = Ü, 
р, * h,—0, 
3h, * 2h, =5, 
4k, t kt 5b, = 10, 
3k, + 3b, + 2h, = 8. 
218,6, = Е, = k, AM G. = a +а, +a, а, ,а,,а,,а, ЛХ, ME 
掉 @, ,再 添加 а. ,看 w; 是 否 能 由 前 面 的 回 量 线 性 表 出 ,利用 同样 的 方法 可 得 а. 
= Qi 一 0 一 0;, 所 以 应 去 掉 о, , 8E a,,0,,0,)& 5] E ZH @),@,,Q;,04,0; 的 一 
个 极 大 无 关 组 ,县 其 秩 为 3. 
解法 2 以 xia ,63 ,04 ,05 为 列 作 矩阵 A ,对 矩阵 A 施行 初等 行 变换 ,化 
为 阶梯 形 : 


I 3 -1 3 -1 1001 1 
0 -1 1! 0 O | 0 1 0 1 -1 
32 0 s 11 6 | 1 -1|= 
4 1 5 10 -2 0000 0 
3 3 2 8 -2 0000 0 


| В. B, В, В, B. 
由 于 初等 行 变换 不 改变 列 向 量 之 则 的 线性 关系 ,又 钨 知 吾 的 列 问 量 组 中 ,及 ， 
Pp,,B; 是 极 大 线性 无 关 组 ,有 日 В, = В, + В, + В,, В, = В, - В, - p, , 故 €,,05,0, 
是 原 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 且 а, = а, +а, ta, а; = а, – а, – 03 所 
以 原 问 量 组 的 秩 为 З. | 
点 评 解法 1 是 使 用 逐 项 添加 的 方法 . 先 取 该 向 量 组 的 两 个 线性 无 关 的 非 
零 向 量 . 然 后 逐一 添加 , 若 添 加 的 向 量 可 以 由 前 面 的 问 量 线性 表 出 , 则 去 掉 , 否 则 
就 保留 下 来 .继续 往 下 验证 ,直到 最 后 一 个 向 量 为 止 .解法 2 是 以 所 求 的 向 量 组 
为 列 作 和 矩阵 A ,然后 对 A 进行 初等 行 变换 得 到 等 价 矩 隆 B, 则 求 出 B 的 列 问 量 
组 的 极 大 线性 无 关 组 即 可 .一 般 将 B 化 为 阶梯 形 , 这 时 B 中 非 零 行 的 首 非 零 元 
所 在 的 列 对 应 4 中 的 列 即 极 大 线性 无 关 组 ,而 A 的 秩 即 B 中 的 非 零 行 数 . 
5 RHH а, = (1,1,1,3)', а= (-1,-3,5,1), а, = (3,2, - 1l, p 
+2), а, =(-2,-6,10, р), 
1) р 为 何 值 时 ,该 向 量 组 线性 无 关 ? 并 在 此 时 将 向 量 g=(4,1,6,10) 用 
0,,02,05, G ZX PE LH ; | 
2) p 为 何 值 时 ,该 向 量 组 线性 相关 ? 并 在 此 时 求 出 它 的 秩 和 一 个 极 大 线性 
А 9] . 


AU. 
解 МЖ ВЕ a,,0,,0,,0,. | a 做 初等 行 变换 : 


|l -1 3 -2:4) (1 -1 3  -2.4 
1 -3 2 -6:1| |0 -2 -1 -4 -3 
1 5 -1 0:6 | |0 6 -4 R 2 
3 1 p+2 p 10 0 4 р-7 5*6 -2 
1 -1 3 -2,4 I -1 3 -2.,4 
0 -2 -1 -4i-3| |0 -2 -1 -4 -3 
0 0 -7 0 -7 0 0 1 0 | I 
0 0 p-9 p-2:-8) lo 0 0 p-2:1-p 


1) 当 022 时 ,向 量 组 a, ,ws ,os ,Qs 线性 无 关 . 此 时 设 a= kia, + ka + 


4 | 3 4 ] 一 
к,а, + b a, В: 2, Rm TES, Ё, = 1, Ё. =: 
3p-4 1- 
a=2a, + = а: + oa + Sh 0 


2) M p=2 时 ,向 量 组 we,,a;,ea:,aw, 线 性 相关 .此 时 问 量 组 的 秩 等 于 3. 
8,,0;,05(3X @1,@3,04) 为 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

AF 4 个 4 维 向 量 是 否 线 性 相关 ,可 直接 由 其 构成 的 行列 式 是 否 为 零 来 
判断 .或 考虑 到 还 要 求 把 a 用 al,a: ,oj ,54 线性 表 出 , 即 求 a — ki a, tka, + 
кетиши и 合 在 一 起 进行 ,直接 通过 初等 行 变换 化 矩阵 [ e La, 
«,,а,, Q 为 阶梯 形 ， 在 p 确定 时 ， 求 向 量 组 的 秩 和 极 大 线性 无 关 组 可 按 常 规 
Tikata 

例 6 已 知 两 个 向 量 组 有 相同 的 秩 , 且 其 中 之 一 可 被 另 一 个 线性 表 出 .证 明 
这 两 个 向量 组 等 价 . 

EM D G ,0 0, Ча) 
与 PB... В, (2) 
为 两 个 秩 为 ， НІА ЖН, 并 且 向 量 组 (2) 可 由 向 量 组 (1) 线 性 表 出 . 

车 +=0, 此 时 (1) 与 (2) 都 只 含有 零 向 量 ,显然 它们 等 价 . 

若 rr >>0, 此 时 可 设 ,向 量 组 (1) 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 


€; ,0; ,' ‚в, , I (3) 
问 量 组 (2) 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 
р, ‚В, B, (4) 


由 题 设 知 ,(4) 可 由 (1) 线 性 表 出 ,所 以 ,(4) 也 可 由 (3) 线 性 表 出 ,由 替换 定理 知 ， 
(4) 与 (3) 等 价 . 因 两 个 向 量 组 的 等 价 关 系 具 有 自 反 性 对称 性 传递 性 LX CL) S 
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(2) 也 等 价 . 
尽 评 一 个 向 量 组 总 是 与 它 的 任 一 极 大 无 关 组 等 价 , 因 而， ERANA l 
等 价 可 以 转化 为 证 明 这 两 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 等 价 . 
17 W xi,xz,xzs 是 复数 域 C 上 的 向 量 空间 V 中 的 三 个 向 量 , 它 们 线性 
AX. | 
WERA Ех, xxv X,, x, + x, B ER FE X; 2 ,如 何 把 这 种 情况 推广 到 
V FB m d pm] «T 
Ж 1) А, (х +х,) +А, (х, +х,) + Ё,(х,+ x,2-0,18 
(Ё,+Ё;)х, + (Ё, + Ё„)х, + (b, + b,)x, =0. 
由 于 х,,х,,х, ҮЕ, 
k + hk,=0, 
得 ктө 
k, + k, = 0 
81b :k,— Б, =, 20, I x, + x, ,X, + X, ,x; t x ТЕБ ж. | 
2) 推广 到 V hm ЕЕ: xi ,x,，… ,Xx 线性 无 关 , 问 X1 + Хз, + Xa, 
ох, + Xi! 是 人 否 也 线性 无 关 ? 
Н А, (х, tx) +А, (x, tx) +t T+ b (x, +xi)=0, 得 


k,+k, =0, 
k + k,=0, 
T 
k +k, =0. 
1 0 0 = 0 1 
1 1 0 0 
0 1 1 Qlzie(- prs 127 Pm 为 奇数 时 ， 
А P А j 0, 当 n 为 个 数 时 ， 
0 0 0 = 1 1 | 


故 当 т 为 奇数 时 ,xi + х,,х, + х;, X, + x BREER; 3 m 为 偶数 
时 ,xi Tt х,,х, + ху. х, + x REHAR. 

点 评 ”判定 向 量 组 线性 相关 性 ,转化 成 判断 一 个 齐 次 线性 方程 组 是 否 有 非 
零 解 , 若 有 非 零 解 则 线性 相关 ,和 否则 线性 无 关 . 

例 8 БАВА Т:а,,а,,`-,а, ЖАВАП: 6, , B, BRRR A p 和 


证 明 :1) # I RT ER IL X TEE ШШ, p9:2) 知 工 与 工 等 价 , 则 р=. 
。03 > 


证 阴 分 两 种 情况 : 
A 户 =0, 显 然 有 p<q ,并且 当 工 与 下 等 价 时 , 则 有 q= 0, ЖЕ 0 = q, t 
论 成 立 . 
Zr p>0, 则 向 量 组 I 含有 非 零 向 量 . 又 因为 了 可 由 下 线性 表 出 ,所 以 于 中 也 
含有 非 零 回 量 , 于 是 有 gq >0, 此 时 可 设 工 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 
Ш:а, G, се,@,, 
П 83— 1“ EXPE DG 07 
N :, Bu Bi > 
H EN npn, I nÍ H AERE, TE, UL d nf gp NARH. 
又 因为 向 量 组 亚 线性 无 关 , 所 以 ,由 替换 定理 得 p< q. LEBER T, 
时 , DIE 55 IV d, SE , EVA, IV HT p ША ze HB, BEI RE PRAE HEAD qx p, М p 
q. 
点 评 НА Am E £H BJ , SK k: X Л JE] EZB BJ A Zk FE Ж 2 £8 ri Pr Ж [9] 
量 的 个 数 ,证 明 两 个 向 量 组 的 秩 之 间 具 有 某 种 关系 ,通常 归结 为 这 两 个 向 量 组 的 
极 大 线性 无 关 组 之 间 的 关系 .这 样 ,可 使 我 们 对 问题 的 实质 看 得 更 清楚 . 
例 9 设 向 量 p uji E Ha, ,а,, ``, 0, 线性 表 出 ,证 明 ;@ ,0,,…,Q, 线 
性 无 关 的 充 要 条 件 是 表示 法 是 唯一 的 . 
证 明 5 Вне, ,а,, w RERE, RA 
B=k a, +k a, + + kG, 
В= а, +/I,@,+- TG. 
由 此 可 得 : 
(Ё#,—1,)@,+(Ё,—-1{,)@,+е+(Ё,—({‚)е@ - 0. 
因为 a a, a А,В b, 71 70(i 91,2, r) ВА, = 1 (G = 
ол). ВАР ,这 两 种 表示 法 是 相同 的 . 
反之 , 设 B= k m tka, +t + kau 表示 方法 唯一 ,如 果 cl ,ay ,…，,w, 线 
性 相关 , 则 有 21.45 ,… ,7 不 全 为 零 , 使 a+ 1,0, + +la, =0, РЕ B= (k. 
*th)a t (k+ l)a, + + (ЕЁ, + 1,) ,与 原 表 示 法 不 同 ,矛盾 ,因而 a, a, 
"a REAR. 
10 ЖА = (а, ),, ЗЕЕ. WEH: |А |086 -—лЖ ay 都 等 于 它 
ET ^ A 不 是 零 矩 降 , 所 以 它 至 少 有 一 个 元 素 不 为 零 ,不 妨 设 а, 天 0. 把 
行列 式 | 4 | 依 第 i 行 展开 ,得 
|А|=аАд+а„А» tnt a A; t. + аА. 
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因 |4| 的 每 一 个 元 素 都 等 于 它 自 己 的 代数 余子 式 , 故 
IA] = а: tatu +а + +a. 

由 于 а, 220, ЯТА 1250, Ж A = n. 

点 评 这 是 一 个 与 行列 式 | 4 | 的 元 素 的 代数 余子 式 有 关 的 命题 . 当 一 个 命 
题 涉 及 |4 | 的 一 行 ( 列 ) 或 若干 行 ( 列 ) 元 素 的 代数 余子 式 时 ,通常 可 以 考虑 用 以 
下 等 式 进行 证 明 : 
r A| QRi-j WD, 

кА» = | 
24 4А k (24 153 Њ), 
i _||А| (i=; HD, 
2, аА = lo (35 iz5j 时 )， 


1 aG а, А |, А», n A nı 
ал а» l An А» Ana cU A, -| Al 
Gu G2 Ut а nn A,, А,, е A 


根据 以 上 的 分 析 , 再 联系 到 和 矩阵 的 秩 的 性 质 ,就 不 难得 到 证 明 . 
例 11 求 下 面 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 : 

3r, +t2x, + z, +t3z,t5rz;=0, 

бх, t4áx,t3xr,t5x,t7x,—0, 

Or, t6x,t5x,t7x,t*9x,-—0, 

Зх +2х, +4х, +825; = 0). 


# ЧЕЖЕ A DbfIT) 412648 4k N IT 8L 6 BY Pe) ЕЕ: 


3 2 1 3 5 12 + 1 + 
4216435 Tl ilg o a 
9 6 5 7 9 оо о 0 0 
3 2 0 4 8 0 0 0 0 0 
103 $ 3 
—-|0 1 0 -1 -31. 
0.0 0 0 0 
ооо 0 0 
故 原 方程 组 的 同 解 方程 组 为 : 
2 4 8 
хү = 34 94 725, 
зе 
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其 中 х,,л,.х;,АНШЖШИШ. ухл,=-—-3,х,=х,‚,=0,4$  х,=2,х,=0.Щ x, 
= —-3,x,7 1,-0,18 z, =4,z,= - 3; х, = —3,z, = z, = 0,88 х =8&,z,= 
-9.9 т = (2, -3,0,0,0)', р =(4,0,-3,-3,0), ә, = (8,0, —9,0,-3), 
则 51.74.94 为 所 求 基 础 解 系 . 

上 尽 评 为 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 , 先 用 初等 行 变换 化 系数 矩阵 为 阶 
梯形 矩阵, 求 出 其 秩 x , 写 出 同 解 方 程 组 ,然后 对 n ~r 个 自由 未 知 量 分 别 取 1， 
其 余 取 0, 即 可 求 出 基础 解 系 . 

例 12 设 有 齐 次 线性 方程 组 : 

аџ ху Жау; +‘ tat, 70, 
ах tanzt + +t az, £a 70, 

(1) 
а„-114®1 tap-1,2 X2 t tapai, nEn 7 0. 

M, (i=1,2,- m RA R WA EE A 中 划 去 第 i 列 剩 下 的 (2 12 X (n — 1)3⁄ 
阵 的 行列 式 .证 明 : 如 果 秩 A= п 1, Д] q = (M,, - Mi, ,(- 1)" M,) 是 方 
程 组 (1) 的 一 个 基础 解 系 . 

证 明 1) 构造 一 个 行列 式 : 


Gu i Ut i, 
| a, а 12 Ut 21, | 
D(1)- | . | ‚1=1,2,'б,п-—1. 
йл-1\1 1,2 Ай G,-1,n 


因为 D(i) 有 两 行 相同 , 故 D(i)=0(i=1,2,…,n 一 1). 
将 D(i) 按 第 一 行 展开 得 : x 
D(i)=a M, -а, М, +: +(—-1)"'la M, =a M, -a,, M, + + 
(-1) !a,M,-0  (i-1,2,-*,n- 1). 
由 此 知 ,(Mi ,一 M,,…,( 一 1)”"M,) 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 . 
2) ЖИЕ т 线性 无 关 ,只 需 证 9,750, У A= n 1, A SI Hn 
-1 级 子 式 不 为 零 , 由 此 知 ,M,,M,,…,M, 至 少 有 一 个 不 为 零 , 故 (Mi, 一 M, 
5,0-1)" М,) А3158. 
由 1),2) 知 (M,- М, , (1V AM,) 是 方程 组 (1) 的 一 个 基础 解 系 . 
点 评 已 知 秩 A=7-1 ,所 以 (1) 的 基础 解 系 只 含 一 个 解 回 量 , 欲 证 p 是 
方程 组 (1) 的 一 个 基础 解 系 ,只 需 证 :1) 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 回 量 ;2) m X 
性 无 关 . 
先 假定 9 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 向 量 , 则 把 gop 代入 (1) 的 第 i 个 方程 ,应 有 
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a,M,-a,M, t: +(—1)” a, M, = 0 (¿=1,2,- n = 1). 
上 式 从 形式 上 看 ,很 像 一 个 行列 去 按 a.i ,a,;，… ,a 为 元 素 的 行 展 开 的 结 
来 .由 此 局 发 我 们 ,可 构造 一 个 满足 上 式 要 求 的 行列 式 ,作为 证 1) 的 工具 . 
例 13 已 知 下 列 线性 方程 组 : 
r(,tx,—-2x,7 —6, 
аана (1) 
B£ х5 — +; = 3. 
ху T mz, YX4— х= —5, 
СЕЕ (2) 
r4-2x,7 - I+]. 
1) 求解 方程 组 (1) ,用 其 导出 组 的 基础 解 系 表示 一 般 解 ; 
2) 当 方 程 组 (2) 中 参数 m,n,t 为 何 值 时 方程 组 (1) 与 (2) 同 解 . 
解 ” 1) 设 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 为 A ГЕРЕ A, ,对 A 施行 初等 行 变 
H.: 
1 1 0 -2 -6 1 00 -1 -2 
4 —1 -1 -1 1 0 1 0 -1 -4!. 
3 —1 -1 0 3 0 0 1 -2 -5 
因 秩 4,= 秩 4,=3<4, 故 方程 组 有 无 穷 多 解 , 且 一 般 解 为 : 


A, = 


— 


– 2 1 
— 4 1 
r= + Ë ; 
— 5 2 
0 1 


HP k 为 任意 常数 . 
2) 将 r КАТЯ OO BIS — 73 18: (- 2+2) + m(-4* k) 一 (一 + 
2р) - k= -—5,8848 m = 2. 
将 r 代入 方程 组 (2) 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 分 别 得 :n = 4,t=6， 
即 当 т -2,n-4,t-6 时 ,方程 组 (1) 的 全 部 解 都 是 方程 组 (2) 的 解 .此 时 ， 
方程 组 (2) 化 为 
Zi 十 2 一 3 一 二 一 5， 
4), —z, 2х,=-—11, 
X3 一 274 = 75. 


可 求 得 (2) 的 一 般 解 也 为 : 


‚07 ° 


-2 1 


к= | | + |， ,其 中 为 任意 常数 
0 1 


显然 ,方程 组 (1),(2) 的 解 完 全 相同 , 即 方程 组 (1) 与 (2) 同 解 . 
点 评 ”利用 和 矩阵 的 初等 行 变 换 判 定 出 线性 方程 组 (1) 的 解 的 情况 ,并 写 出 其 
一 般 解 ,将 其 一 般 解 分 别 代 人 方程 组 (2) 中 ,分别 求 出 m п, ,最 后 要 特别 验证 
方程 组 (2) 的 一 般 解 与 方程 组 (1) 的 完全 相同 . 
例 14 用 导出 组 的 基础 解 系 表示 线性 方程 组 
r 十 了， tetr, =l, 


хэ t ху+ + L, = 2, 


的 一 般 解 . 
解 ” 由 题 设 方程 组 的 导出 组 为 : 
тү xr t+ a,—0, 
xz t zat + л„.у=0, (1) 
Epai f X443 0 070 + x, = 0. 
将 (1) 中 的 第 ”个 方程 乘 以 -1 加 到 第 n t 1 7 Л E ЖЕ n - 1 
方程 乘 以 -1 加 到 第 ”个 方程 上 ,这 样 依次 做 下 去 可 得 方程 组 : 
r +x, tetz, 20, 
—-zx,tz,,,70, 


—zx,tzx,.57^0, (2) 


— x, + Zap = 0. 


(1) 与 (2) 是 同 解 方程 组 ,由 (2) 可 得 : 


Ty ~ 070 44892 7 2) 

X37 Ж, +2 

X347 X423 

+, = X25» 

Lati Жк U X2 
于 是 可 得 (2) 的 基础 解 系 : 
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1,=0(—1,1,0,-,0,0,—-1,1,0,-,0,0), 
0; -(-1,0,1,:,0,0, —1,0,1,::,0,0), 


9,.,7(-1,0,0,--,1,0, - 1,0,0,-,1,0), 
9,-,7(-1,0,0,--,0,1, -1,0,0,-—-,0,1). 

X I, y, = (0,0,…,0,1,1,…,1,2) 为 原 方程 组 的 一 个 特 解 , 故 原 方程 组 
的 一 般 解 为 : _ | 

У = Y tk nt k,n toe Tk In,-1. 

点 评 ”欲求 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 般 解 ,需求 其 一 个 特 解 与 其 导出 方程 组 
(1) 的 基础 解 系 .在 本 题 中 , 原 方程 组 的 一 个 特 解 是 容易 求 得 的 ,关键 是 求 (1) 的 
基础 解 系 ,我 们 是 通过 对 (1) 进 行 方程 组 的 初等 变换 得 到 一 个 与 (1) 同 解 的 方程 
组 (2) ,而 (2) 的 基础 解 系 是 容易 求 得 的 . 

例 15 设 线性 方程 组 (1)、(2) 的 导出 组 分 别 为 (3)、(4), 夺 (1) 有 人 解 ,日 (1) 
与 (2) 同 解 , 则 (3) 与 (4) 也 同 解 ， x 

ШЕН 设 方 程 组 (1)、(2) 都 含有 n 个 未 知 量 ,它们 的 系数 矩阵 分 别 为 A, 
A, ,由 题 设 知 ,(1)、(2) 都 有 人 解 ,下面 分 两 种 情况 证 明 . 

AACA) nn ,由 一 般 线 性 方程 组 解 的 个 数 判 定 定理 知 ,(1) 有 了 唯一 解 .由 题 
设 知 ,(2) 也 有 了 唯一 解 , 故 秩 (和,)=n. 由 于 41, 和, 分 别 为 (3),(4) 的 系数 矩阵 ， 
根据 齐 次 线性 方程 组 解 的 个 数 判 定 定 理 知 ,(3),(4) 都 只 有 和 零 解 ,因此 (3) 与 (4) 
BES 

若 秩 (A )=r<n, 则 (1) 有 无 穷 多 解 ,(2) 也 有 无 穷 多 解 ,因此 秩 (A,)<n， 
由 此 可 知 ,(3) 与 (4) 都 有 无 穷 多 解 ,(3) 与 (4) 都 有 基础 解 系 . 设 (3) 的 一 个 基础 解 
系 为 9 ,91 91 ,9 为 (1) 的 一 个 特 解 , 则 (1) 的 任 一 解 可 表 为 

= No + bit; tA, t+ k,n,-,- 
其 中 RES. k. ,为 任意 数 ,由 题 设 知 ,人 9 也 是 (2) 的 解 .又 因 go 为 (2) 的 一 个 
特 解 , 故 和 9 一 03,9 CA) BE , Вр 

n No = kiM + * n 8 Eos 
Jg (4) 898 dH k AL, (32 PLE Ар R0; ++ k 9 .都 是 (4) 的 解 . 

同 理 可 证 ,(4) 的 任 一 解 也 都 是 (3) 的 解 , 故 (3) 与 (4) 同 解 . 

点 评 ” 设 (1)、(2) 的 解 集合 为 M, 取 y € M, 则 (3) 的 解 集合 为 N = 
a-y аЄє Mi, 同 理 (4) 的 解 集合 也 是 N , 故 (3) 与 (4) 同 解 . 

例 16 设 a1,a;,…,a, 为 n 个 两 两 不 同 的 实数 ， _ 

А 99 А 


а, а, ... a, | 
. : OXCH i n.i a=,’ zz) 为 线性 


y= 
方程 组 VX =0 的 一 个 非 零 解 . 试 证 :@ 至 少 有 i+1 个 非 零 分 量 . 
证 明 由 题 设 知 | 


Litz, t'e Tr, = 0, 
1 2 n 


azı taz t'e +а, х, = 0, 


一 一 一 
a, Tita, ж. + +а, х, = 0. 
ee z: )Z0,<x,., — X; +2 — ass 


E а 的 非 零 分 量 的 个 数 志 i ,不妨 设 (z,z，， 


х, = 二 0, 则 
r +z, t'e T+ r =0, 
axı taz, +” +azx,=0, 
(1) 
a, xjta, r,+* +a zr, = 0 
于 是 方程 组 


х,|+ х,+ + x, “0, 


az, taz, t'e +а,х, =0, 


一 一 i— 
а x, ta, Z, ъ +a, х; = Ü 


有 非 零 解 ,因此 , 它 的 系数 行列 式 


1 1 ... 1 
а 1 а; DE a, 
. . —(a,—-a,):-(a;-a,)(a,7 a,) 
-1 i-l i-1 
à, à» a 
(а, 一 az) (a; _ a; 4) 70, 


与 a,,a5,'7,a, B.^ TRIB] Л 8 WW а 的 非 零 分 量 的 个 数 宇 i +1. 

点 评 用 反 证 法 .由 x 的 非 零 分 量 的 个 数 委 ; 的 假设 ,得 到 一 个 含 i 个 方程 
i 个 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 (1) ,而 (1) 有 非 零 解 , 故 (1) 的 系数 行列 式 等 于 零 ， 
但 (1) 的 系数 行列 式 为 i 级 范 德 蒙 行列 式 ,其 为 零 的 充 要 条 件 是 cl ,a,,… ,a; 中 


至 少 有 两 个 相等 ,从 而 推出 矛盾 . 
#17 i$ cl,a, ,…，,Ga. 为 线性 方程 组 4X=0 的 一 个 基础 解 系 , 几 = 1,0, 
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tt,0,,B,-t,0, t t,a,, 7, p, t0, * t0, RP т, 0 SEE AIR] t,t 
满足 何 关系 时 ,8 Boso ,Bb. 也 为 线性 方程 组 AX=0 的 一 个 基础 解 系 . 
E ”因为 BB(i=1,2,…,5) 为 Qi ,6,,…, 0, 的 线性 组 合 , 所 以 B, SS AX = 
0 的 解 . 充 
Р.В. +2. В+ kB, = 0, (1) 
ИП (t, k, t tk, )@ t(t,b Tt b,)G@, t T (Gk, Tt t k )а, = 0, 
HFa ,0;,…,Q, 线 性 无 关 , 所 以 有 
tik,+t,k,=0, 
tək, + t, Rh, =Ù, 


(2) 


вва +ú ара í... 


因为 系数 行列 式 
t 0 - Ü 1 
= ї | () `". () 


0 t£, t, -- 0 = +(-1)' ' E, 


0 0 - tf, til, 

所 以 当 гү +001) 0030, 8024 5 ЖЮ ‚т, Z +, SEHE s 为 奇数 ,九天 一 已 
SRAC HA E E LER = k,=- = 上 =0, 从 而 B, B, ,及 线性 无 关 . 此 时 
外 ,5, ,…, 有 也 为 线性 方程 组 4 和 =0 的 一 个 基础 解 系 . 

点 评 ”由 于 齐 次 线性 方程 组 解 的 线性 组 合 仍 为 该 方程 组 的 解 , 故 B, В, 
…, 有 也 为 线性 方程 组 AX = 0 的 解 . 因 此 , 当 且 仅 当 Ру, Б, ,…, 忆 线性 无 关 时 ， 
В, ,1 ,…, 及 是 基础 解 系 .而 证 明 В, ,PB,,… ,Pp. 线 性 无 关 的 一 般 方法 是 设 &, P+ 
k,B,+…+k.B=0, 推 出 上 =k,=… = 上 ,=0, 从 而 转化 为 判断 一 个 齐 次 线性 方 
TH HOA ZEE RI. | 

118 W 1 ,9 ，… ,1 为 方程 组 

ау ху + ах + Раух, = Obi, 


а X; T ax ж) t T a;,Z, = bz, 


an 21 tapo Xa t. + а„„х„ = 5, 
#1 个 解 向 量 . 问 ар, 06,77, n, ERRESA) 88 6) E? 
证 明 假设 和 1,1 ，… n BRERA kim tkg tv + kn ÆR E. iZ 
N; = (Cas Cis", C J) 1 71,2, st, 
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于 是 有 PRI T + k, 1]: +. + kD, = У kic; ， >, bic. >; kic, ) ,将 上 式 代 
和信 (1) 的 第 i 个 方程 (i =1,2,…,m)， 


t t 


У! Aij ( Y ЁС» ) 一 3 а.с, 一 3 GC; 一 k, ( ac; ) 
i=] 


j-1 j=l i=l i=l j=l i=l j=l 


由 此 得 b, =1. 


反之 , 当 У k=1 时 ,显然 3 721113 

点 评 本题 的 特点 是 命题 的 条 件 没有 全 部 给 出 ,我 们 可 “ 执 果 索 因 ”, 求 出 
їз эл», ,和 ,的 线性 组 合 为 解 的 必要 条 件 ,然后 证 明 条 件 也 是 充分 的 . 

例 19 设 秩 A= fk A 二 r, 则 方程 组 АХ = b 的 解 向 量 集合 的 秩 是 n 一 ++ 
1, 其 中 A=(A,b). | 

证 明 i$ AX-—bBI—^ E B.AX-—0BUSERIÉSEXS a,,a,,7,0,., M 
B.p*a,,,B* o, 均 为 4X=D 的 解 .下 面 证 明 它 是 线性 无 关 的 . 


HA АВ + S kB ta) =0, Ж (k + 357 S ka, =0, 故 4 


十 k, = 0. ЖАВ пне, ,а,, ``, а, ,线性 表示 ,因而 是 AX=0 的 解 ,这 是 


不 可 能 的 ,进而 得 3 kæ; -0,5, 50,4 71,2, n — к, АПА —0. 
| d-1 
再 设 y АХ =b 的 任意 一 个 解 , 则 7 了 -有 是 4X=0 的 解 ,因此 可 由 基础 解 


Ж Ci ,0 ,… G. ,线性 表示 . 设 
| y-pB-k,a,*k;m t: Tk, B... 


у=В+ 3 kac (1- У kB Уу a), 

B B,B-a,,,B* e, 为 4X= 的 解 集合 的 极 大 线性 无 关 组 . 

AF ”为 证 明 АХ = b 的 解 问 量 所 组 成 回 量 组 的 极 大 无 关 组 含 -+1 个 
解 问 量 , 找 出 AX — b п-н +1 CE, ЕНН 2 — ++ 1 个 解 癌 量 线 性 无 
关 . 以 及 4X= 的 任意 解 向 量 都 可 由 这 一 r +1 个 解 向 量 线性 表 出 . 

例 20 i 
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ау ар "C" Qin 


атл Qn "7" а, 


A= |. | 为 一 实数 域 上 的 矩阵 ,证 明 : 
1) W la, Б ,2= 1,2, n, ШТА 1750; 
2) WIR a, > Y la, |.: =<1,2,-- n, W A | 0. 


证 了 明 1) 对 任意 的 非 零 向 量 (5 , b, ,5,), X k= max(lb, l.l b, 1, 
|Б), AN k>0, p k= |b ]G E T,2, n 中 某 一 个 ) ,由 条 件 1) 得 


las, |> 5) lasll6l= У) 1а 12 Уа, |, 


Xi 


因此 У) a;b; = a;b; + 2,245 70, A ñ -0 只 有 了 唯一 零 解 , 故 |14 |520. 


En 
2)  0<:<1, < 
ац а 2 аз U Ain-1 Lin 
aí an 53 `7 2.n-1 Gn | 
J t)= axt azt аз * ay, аз, |. 
аё aot apt cn ‚л-1Ё 0, 


利用 本 题 1) 得 f(21)250. 8 /(1)= 1А | аа a, 20,28 (1) «0, 
而 Ai) 是 上 BERKA, И XE TE TE t € (0,1), f& f(z)=0, 这 与 上 述 结论 
FA, AA f(1)=14|>0. 

БА УИА | 关 0, 等 价 于 证 明 齐 次 线性 方程 组 AX =0 FUB E— 20, 
即 为 1) 的 证 明 思路 .2) 比 1) 更 深入 ,要 进一步 证 明 |4|>>0. 为 此 ,构造 了 关于 1 
的 行列 式 ,借助 连续 函数 的 性 质 得 证 . 

例 21 设 线性 方程 组 

an Ti +арх + +аџ 2,12, 70, 
а X, tà; 15,7 77 * 55,253,770, 
(1) 
ap X, tapa + H An, 2,22, 0, 
В A SERERE SM C ba s bizs tt у, ) Cno bns bias (as barn 
b, .2x ) , 试 写 出 线性 方程 组 
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bay, t Фу; К + pyz = 0, 


ba yi + фуу t t 6, y, = Ü, 
| (2) 


bua yit buys ton + 6, 2 yaa 7 0, 
的 一 般 解 ,并 说 明理 由 . 
解 解法 1 Жр, = lbas bist bin) B; (bi ,by sban) vn, 
B, = (b. barn, On,2n ) 代入 方程 组 (1) 的 第 一 个 方程 ,得 
aub, raba t7 Tabi, Ü, 


arb, Tab, t Tab, 70, 


аууб T aba + + ау 2,02, 70, 
ba, + фа t+ tb, ,58415,-0. 
буа tb5a;5tt555a)5, 70, 
Вр mE 
bau + ba +" + 5,5,a,,5, 70, 

BUS а, = (aisats) 是 (2) 的 解 . 

同 理 代 入 第 2,3,…,n 个 方程 ,得 a, = (anana) ott A, = Ca 
an sanan) , 均 为 (2) 的 解 .又 及 ,PB,,… ,PB, 为 (1) 的 一 个 基础 解 系 ,(1) 的 系 
数 和 矩阵 的 秩 必 为 n ,从 而 (1) 的 系数 矩阵 的 行 问 量 组 а, , 0,,…,@, 线 性 无 天, 而 
(2) 的 系数 矩阵 的 秩 为 n ,未 知 量 的 个 数 为 2n ,其 ”个 线性 无 关 的 解 问 量 ai， 
@› ，… ,0, 必 为 其 基础 解 系 , 故 一 般 解 为 :ki a, + Roa; toc + ka, P kiska, 

解法 2 记 方 程 组 (1)、(2) 的 系数 窍 阵 分 别 为 A,B, WHARA АВ = 0, 
(АВ) =0, 即 ВА =0, 可 见 A 的 ”个 行 回 量 的 转 置 问 量 为 (2) 的 п TRE IRL RE. 

НУ В=п,ж А = 2п-п= п. А л “ТАЕ 2125, ХН (2), 
fk B= n ,未 知 量 的 个 数 为 2n , 故 A 的 nn 个 行 向 量 组 是 (2) 的 一 个 基础 解 系 , 相 
应 一 般 解 为 :ki a, + kn, too + ka, ,其 中 bu ss ,上 k, 是 任意 常数 . 

A 按 题目 要 求 ,应 先 号 出 (2) 的 一 般 解 . 齐 次 线性 方程 组 一 般 解 应 表 为 
一 个 基础 解 系 的 线性 组 合 ,因而 求 一 般 解 的 关键 在 于 求 出 一 个 基础 解 系 . 

例 22 设 al,as,…,a, 为 n 个 互 不 相等 的 数 , 证 明 方 程 组 

a; lz tal xte ta z, tz, =a}, 
aj; lz +a) m + taz, tx, = - ау, 


n – 2 


n |] — _ „п 
a, Tita, х, + T a,z,- , t z, = — a, 
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有 了 唯一 解 , 并 求解 . 
证 明 方程 组 的 系数 行列 式 为 


n-i n — 2 
a, а, к а, 1 1 1 ih 1 
a d a 7? а ( n — 1) a a a 

2 2 2 n.M 1 2 

D = -(- p“ 
-1 一 了 n-i n-i ... n-l 
а, а, б a, 1 a, a а, 
n(n-1) 
-(-1) 2 { (а, ~ aj). 
]xir« zn 


Ң а, ,а,,`~,а, _. АНЗ, EX DzE0, ЛУУН BH PE— PEL rix, 
X, 为 其 解 , 考 虑 多 项 式 
f(y)=y + жу t argy tt rty tT 
因 ху, yz, 为 所 给 方程 组 的 解 , 故 f(a;)=0. 这 就 是 说 ,a ,a;,,… a, 
是 f(y) 的 根 ,由 于 f(y) 为 n 次 方程 , 故 最 多 有 п 个 不 同 的 根 , 即 el ,az ,…，a， 
是 其 全 部 根 .由 根 与 系数 的 关系 可 得 方程 组 的 解 为 : 
жу =-—(а+а,+'+а,„), 


x;7a,0;t*ta,a4 t taja, ++ а„-үа„, 


r,-7(-1)'a,a,-a,. 

点 评 证 明 一 个 含 n RME n 4 J RI) 2LTE 2] Ж?Н TEE — £ 08 08 Je FH 
克拉 默 法 则 ,只 需 证 明 其 系数 行列 式 不 为 零 . 为 了 求 其 解 , 先 设 方程 组 的 解 为 
ri, Z. ,TX ;然后 以 其 为 系数 构造 一 个 n 次 多 项 式 , 代 助 多 项 式 根 与 系数 的 
关系 ,从 而 求 得 原 方程 组 的 解 . 

例 23 4 为何 值 时 ,下 列 多 项 式 有 公 根 ， 

Кх) = х -Ax+4, 2(х) =2х + (1- А) х +2. 


解 由 
1 0 -ìà 4 0 
0 1 0 -À 4 
R(f,g)=|2 1-А 2 о 0 
0 2 1-4 2 0 
0 0 2 1-4 2 


-2(A5—84A^ -3A + 90) =0. 
解 得 和 = -3,А=5,4=6, A= -3 或 =S$ 或 =6 时 ,两 和 多项式 f(x) 
g(x ) 有 公 根 . 
A 由 f(x) 与 g(xz) 的 结 式 R(f,g)=0, 求 解 A, 即 为 所 求 . 
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例 24 解 下 列 联 立 方程 


у +2ху+3х°+2х-2у+2=0, (1) 
人 (2) 
E 原 式 化 为 
y +(2х2-—-2)у+3х°+2х+2=0, 
ИИИНИН 
1 2r-2 3х°+2т+2 0 
R.(f,z)= 0 1 2х—2 3х°+2х+2 
i 1 4r+1 zx'-5r-4 0 
0 1 Ах +1 х= 5х 4 


=2(2= +3) (х= +1) (3=+1) = 0. 
Е == -3,2= -1,z= 一 才 分 别 代入 原 式 得 : 


4y -20y +23=0, y -3y*2-0, 9,/—-3,—-20-0, 
(9 1 a» | 


, (с) 7, 
4у ~ 20у * 23-0, y -4у+3=0, dày -8yt 5-0. 


KG) RE у= 52, к Q0 RE y= 1, 从 (c) 解 得 y= Š, W 


>, 
2.352). 2,322). i0. - 5.5 pomme em 


53.3 J B 


1. 用 消 元 法 解 下 列 方程 组 : 
xı 3л, +5х,-—4хж‚„=1, 
z, T3xz,+2x,—-2xz,+zx;= -1, 
1) 4х5, -2xz; +t z; — >=, — >, = 3, 
Lı `z, t x;3+ x, ~ X=3, 
ху +255 +372, + z; = - 1; 
z, t+2x; —3х„+2х, =], 
хут TX 3ху Tx, Э3х;=2, 
2z, T 3х, t4r; - 5х, t2z;=7, 


9х, - 9х, t6xz,—16z,t+t2rz;,=25; 


2) 
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Lı —2x,+3xz,-4x,=4, 
3) : -r tz, =” —3, 
x;Qt3x,tr,-1, 
—Tx,t3Àx,t х,= —3, 
Зх, t4xr - 5х, +7х, =Q, 
2х, T 3х, + 3х; -2х, = 0, 
4) Ах, +115, - 132, +16=х, = 0, 
7х = 2х5 + z, +3х, = 0; 
2ху tzr z, taz, Fl, 
àr,-2x,t2x4,-3z,-2, 
5) a - 1, 
Zx; T z, + >=; — Эх, = 4; 


х +2х, +3хз- х= 1, 
3х +255 + хз х= 1, 
6) 525, +35, + х, + х, = 1, 
20; t2x, +2ж3- ж, = 1, 
9х, + 9х, t2r,=2. 
2. 把 向 量 p XXI IEEE а, ,а,,а,,а, 2586: 
В = (0,0,0,1), а, = (1,1,0,1), а, = (2,1,3,1), а, = (1,1,0,0), а, = (0, 
1,-1,- 1). 
3. 证 明 : 如 果 向 量 组 w, , wa; ,…,a, 线 性 无 关 , 而 0,,0,, 5, 0,, B 线性 相 
关 , 则 癌 量 有 可 以 由 aa; a RER. 
4. 设 1,t,,…,t, 是 互 不 相同 的 数 ,r 志 nn ,证明 :@ = (1,2,0, 0 ui 
1,2,…,r 是 线性 无 关 的 . 
5. 已 知 问 量 组 @ ,6@,,…,@, 的 秩 为 r ,证 明 ;@) ,a,,… ,Qa 中 任意 7 个 线性 
无 天 的 回 量 都 构成 它 的 极 大 线性 无 关 组 . x 
б. EI EH а,,а,, G ЮЖ к,а, ‚а, G, à 0,0, o Ф г 
TR, E a ,aa ，…，,a, 中 每 个 回 量 都 可 被 它们 线性 表 出 ПЕН :а, ,а, von, 
а, 是 xi ,02，…,w: 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
7. 用 消 元 法 求 下 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 与 秩 . 
1) а, =(6,4,1,-—1,2),@,=(1,0,2,3,—4),@G@,=(1,4,—9,—16,22),@, 
= (7,1,0, - 1,3); 
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2) «,=(1,—1,2,4),е,=(0,3,1,2),@в,=(3,0,7,14),а,=(1,—-1,2, 


0),в,=(2,1,5,6). 


Š. 设 а. ,0,, `` ‚а dk — п Zi In] B: ,已 知 单位 向量 £;,€£5,'" ‚е 可 被 它们 


线性 表 出 ,证 明 : ai ,@,,…, a, 线性 无 关 . 


9. x 0,,0,,'7,0,2€ — tH n пш , ПЕН: а, ,а,, 7 


J^ 32 2E ETE n 维 向 量 都 可 被 它们 线性 表 出 . 
10. 证 明 : 方 程 组 
а 51 + ах, t tai, х, = 61, 
а ху +t ay Ty tt a rT, = b, 
a, X,taà,ácxjt'ta,x,76 


nn" n п? 


对 任何 р, ,6,, b 都 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行 


11. Е. Ж 6,,0,,7:,0,550,,0,,'7,0,,0,.. 77 


0,, 7,0, 与 G,,05,,:7,0,,0,., а ЗЕЙ. 


0 1 1 —1 A 1 -1 
0 A -2 -2 0 2 
1) ; 2) 
0 -i -1 1 1 J3 0 
1 1 0 .1 -1 0 3 
1 0 
14 12 6 8 2 
| | 0 1 
104 21 9 1⁄7 
3) ; 4) 0 0 
7 6 3 4 1 
1 2 
35 30 15 20 5 
4 5 
10100 
1 1 0 0 0 
5)|0 1 1 00. 
0 0 1 1 0 
. 10 T 0 1 1 


ON QÓ єк c © 


a, 线性 无 关 的 充分 


列 式 | a; 1750. 


‚а, ЛНА) ВЖК, ПЕНН: о, ， 


O C Ò N 


13. 讨论 А,а,Ь 取 何 值 时 下 列 方程 组 有 解 ,并 求解 : 


ÀX +t gz, tz, =1, 
1) <x, tàri tzr; = À, 


x, tz, t Ar = А; 


一 之 
1 


bE 


14 32| 
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(4+3) х, + х, +25, = А, аху tr x474, 


2) < Ах, +(А- 1) х, + х, = 2А, 3) <z, tbr, + х, = 3, 
3(4А+1) =, +Ar, + (А +3) х=, =3; х +265, + х, = 4. 

14. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 : 

Z1 tx, t x, +t r+ zx,=0, xi + =, — 3Z, х; = Ü, 
Эх, t2x,+ z, + =, — Зх; = 0, z, xz, f2z, — z, = 0, 

1) r, +2х, +2х, +6xz, =0, 2 4x, —-2x,t6x, + Зх, - 4х, = 0, 
5x, +4x, + 3z, + 3х. — х; = 0; Ax, t4x,-2x,t4x,—7x4,70; 
ri-A2Axt x; + =, — x,—0, r, T 2z, tr; `x, tz;=0, 
2x +x, T37 z, — =, = 0, 2z,+x,- х,+2х,-3х,=0, 

3) xrit7x,—-75x4,—-5x,t5x24,-0, 4) 3x,-2x;—- 3+5, - 2х; = 0, 
3r,— z, - 2х3 + z, х; = 0; 221-55, + 23-205, +225, = 0. 


15. а,Ь 取 何 值 时 ,线性 方程 组 
zitz, tr; tzr, tz;=l, 
3x, t2x,tr,txr,-23x5,—a, 
x, +25; +2х,+6х,=3, 


Эл, tám, + 3х, +3x/- х; =b 


Н? 在 有 解 的 情形 К — NUR 


16. 设 1z， - z = as， 证 明 :这 个 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 为 >' a, = 0 
在 有 解 的 情形 , 求 一 般 解 
(17. 证 明 与 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 向 量 组 也 是 基础 解 系 . 
аах, +арх + tax, 70, 


G, Ti t anya + *+а»„т 


=0, 
18. 设 齐 次 线性 方程 组 1 ° ” “的 秩 为 ,证明 : 方 


ах, tagt + t aux, = 0 
程 组 的 任意 n > 个 线性 无 关 的 解 都 是 它 的 一 个 基础 解 系 . 
19. 多 项 式 2z3 -3z2+aMz+2 与 z4+hr-3z-1 在 ) 取 何 值 时 ,有 公共 
根 ? 
20. RCf,g) 8 R(g, fM A ARE TERI? 
21. 解 下 列 联 立 方程 : 
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VE еу тат 055370 
y —ху+2х'-у-х-4=0; х +4ху- y +10у-9=0; 
3) 和 


y -5у  +(х+7)у+х%—-х'—-5х-—-3=0. 
22. d ау, 0,7, a, 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 ,p= У) аа,,;=1,2,, 
ЕВА B, ‚В, ，,…, 忆 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 


a а) а} 
аз “da, а 
@ G, "t a 


23. 证 明 :@ a, a, (RF xi 天 0) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 至 少 有 
一 а,(1<:<5) Ж а,,а,,---,а ,线性 表 出 . | 

24. 证 明 ;: 一 个 向 量 组 的 任何 一 个 线性 无 关 组 都 可 以 扩充 成 一 个 极 大 线性 
无 关 组 . 

25. Ж а, = (1,-1,2,4),а, = (0,3,1,2),а, = (3,0,7,14),а, = (1, 1, 
2,0), а; = (2,1,5,6). 

1) Ё :а,, а, 线性 无 关 ; 

2) Æ a, а, 扩充 成 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

26. WEH xi , xz，…，w, 的 秩 为 r, 在 其 中 任 取 m 个 向 量 0, ,0, с, 
g，, 证 明 : 此 向 量 组 的 秩 守 r+ m — s. 

27. БЕН |а, ,а,, a), EB 18,ia aa pups 
B. | 的 秩 分 别 为 ri ,rz ,rs .证 明 :max(ri nr; Sr, < r, rn. | 

28. 6 а, = (2a4,a5,77,a4,),i171,2, s, BT (b. 04,7, b,) WEBB Ж 
线性 方程 组 

call 十 ai 十 … 填 GZ 三 0， 


an 2) tanzi +t +аз,х, 70, 


Qami tart tar, = 0) | 
的 解 全 是 方程 biz, tf bx tos + bur, =0 的 解 ,那么 可 以 由 Qj ,а,, a X 
Евн. 
29. п 是 线性 方程 组 的 一 个 解 Nnm on 是 它 的 导出 方程 组 的 一 个 
基础 解 系 , 令 
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Yi 10, y. = Ht oY =, +. 
证 明 ; 线 性 方程 组 的 任 一 个 解 7 ,都 可 表 成 Y= ш У, +и, У tn t uuu Ya 其 中 
u tu, е t ul. 

30. 求 出 通过 点 М\(1,0,0),М,(1,1,0),М,(1,1,1),М,(0,1,1)#% EK M 
方程 . 

31. 求 出 通过 点 M1(0,0),M,(1,0),M;(2,1),M,(1,1),M;(1,4) 的 二 次 
曲线 的 方程 . 

32. 求 下 列 曲线 的 直角 坐标 方程 : 

2t+1 _ t t2t-1 


1) х=?—-+1,у=2®+1-3; 2) r= 


33. RAR: t 
E(r-1)'. 

34. [5] 5t ZH 1) py，D ,0 线性 无 关 , 且 可 用 回 量 组 2 ) Ql dd, ' , 0, 线性 
表 出 ,求证 :一 定 存 在 一 个 正 整 数 Р(1<А=<01), fs a, ‚б, "RN T 线性 无 关 . 


35. 设 整 系数 方程 组 


2) х+хжх+15х-3хт+2; 3) 2 二 1 


У) anch (2=1,2,:--, п) ( *) 


对 任意 5,. b, sb, 均 有 整数 解 ， 证 明 其 系数 行列 式 必 为 土 1. 
36. СЯ ИЖЕ B2:0 , B. B 的 每 一 个 列 向 量 都 是 以 下 方程 组 的 解 


xz, +27x, -2x,=0, 
2>,— х, +Ахз = Ü, 


IKE Хә хз = 0. 


1) Ж А ЖИЙ; 
2) ЕН |B! = 
37. iZ 
1 O) 
p =|1|, у= |0 
0 
А = ap ‚В = Ва, 


其 中 ВВЕ, KENE 
2В?А?х= Axt B'x + y. 
38. i£ G. ,а,,`,а,,& АХ - 0 B ЕНА, B +E AX = 0BJ 8 , UE BH 
B,B+a,,B+a,, B+ a, 线性 无 关 . 
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39. 设 B. ‚В, T 为 非 齐 次 线性 方程 组 АХ = Ь 的 三 个 解 , 且 r(A)-3,p, 
= (2,0,5, -1Y , B, + В, = (1,9,8,6)' , 求 其 通 解 (用 向 量 的 形式 表示 ). 


40. М A An 级 反对 称 ( 实 ) 阵 ,D An REX PS PE, ELEC HO 48 Еу 
全 大 于 零 ,求证 |4+D|>0. 


$3.4 j Ë S £ 5 1 A 


1.1) х, = -rs r= -1-5 Ts, T3 70,2. Zt 任意 . 


2 ) 无 解 . 3) zx;,7—8,x,73,2,—0,r,—0; 4) — рл T 
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Кал; -B ra, xix. 任意 . 5) AM. 6) x, = —, z, = 4,13 = 
1+5 
—, z. 任意 . 


2. P= G, -а,. 

7.1) 秩 为 3. 2) 秩 为 3. 

8. 提示 :可 由 本 章 的 例 10 导出 . 

9, 提示 :必要 性 可 由 本 章 的 习题 3 导出 ,充分 性 可 由 本 章 刁 题 8 推出 . 
10. 提示 :必要 性 可 由 本 章 习 题 9 Н. 

11. 提示 :注意 利用 本 章 习 题 3. 

12.1) 4. 2)3. 3)2. 4)3. 5) 5. 


13. D M A41, -2 BUE r = -1+4 з 1 ,zx, C 


2tA' 2+4 7^ 2+, ` 
M A-IBISE ESI. ,-1-x,-2x,,x3;.x, ER; 
当 À = -2 时 无 解 . 
д? + 3А? – 15А +9 à? + 124-9 
2) 3 520,1 时 有 了 唯一 解 ,x, = 1 ' х: = UQ-D 
_ - 422 + Зд? кен 9 
— 2р 1 4b -2ab-]1. 
3) 当 acl, b 关 0 时 有 了 唯一 一 解 x, = =I y z ъз (12а) ° 


当 a =1,6 = 地 时 有 无 穷 多 解 xı 527 х; ‚х2, 52, £3 ЖЕЖ; 


M o1 bre LNE; H b=0 时 无 解 


14. 1) % =(1,-2,1,0,0), я, = (1, -2,0.1,0),:9 = (5. 6,0,0,1). 
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2) m =(-1,1,1,0,0), т = 1-(7,5,0,2,6). 


3) p= (2,4,7): 4) т=(-1,-1,1,2,0),т=01,0,0,5,4). 


15. 4 4 20,0 22 ЖЯ, — REH: 
(-2,3,0,0,0) + 2, (1, -2,1,0,0) + А, (1, -2,0,1,0) + 2, (5, –6,0,0,1), Œ 
F k (1=1,2, 3ER. | 

16. 提示 :根据 线性 方程 组 有 和 解 的 判定 定理 ,一 般 解 为 

(Ü, —a,, — > а; әу >, а; у >, а;)+Ё(1,1,1,1,1),Ё Е. 

19. А=-3. 

20. R(f,g)-(—-1)"R(g,f), Е m-93(f(x)),n7293(g(x)). 


r,71, х, = |, хз = - |, r, 2, 
21.1) 
yi = - 1. y, = - 1. Уз = 1. ya 72. 


- 10-345 | . 10-345 
un 008 ? | n 5 ' 


= —3, r= - 1, 
2) | 
0. — 2. 5-48 5-45 
y=—. у=. 
3) х= 0, х= 0, х= - 1, х= - 1, NM MM 
yzl. y=3. y = 2. y-3. у=1+4/21 у= 1-21. 


22. 提示 :化 成 齐 次 线性 方程 组 有 无 非 零 解 的 问题 . 

28. 提示 : 设 a; = (a4,,a57,a,),171,2, s, B (b. b,b). 

首先 说 明 向 量 组 a,,0,,::,0, 50,,0,,::,0,. B 同 秩 ,然后 应 用 本 章 例 8 
或 习题 11. 

30. x^^*y^z^—-r-y-z-0. 

31. = —2zy—zx+2y=0. | 

32. 提示 :应 用 结 式 :答案 :1) 4r’ + y,-4ry-23r*7y * 19-0. 

2) 8z? +5y —4zy-8zr+2y-7=0. 

33. 1) 1. 2) 3:2" +9. 3) (-1)" 2". 

34. 提示 :用 反 证 法 和 替换 定理 证 明 . 

35. 提示 : 令 A=(a,) i,j=1,2,…,n. 取 方程 组 (1) 的 右 端 依次 为 单位 
Ж ЕЕ E 的 各 列 ,所 得 解 依 次 为 A” 的 各 列 . 

36. 提示 :(1) 利用 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 方程 组 的 系数 
矩阵 的 行列 式 |4 | 为 零 , 从 而 求 得 和 = 上 1. 

(2) Ж B 的 最 大 值 为 n 一 秩 4. 
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37. 提示 :利用 和 矩阵 的 运算 性 质 ,把 已 知 方程 转化 为 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 
8(A —2E)x= v. 

38. 提示 : 易 知 В ИНЕШ xi , а,, ,…，,w, RER, М ВБ,е@а,,а,, ‚о, 2 
性 无 关 . 再 由 向 量 组 ,8+a,…,p+ea, 5 Ж #НВ,а,,в,., G, 等 价 得 出 结 
it. 

39. 答案 : 通 解 为 :8 tku, HEF a= (3, -9,2,8) ,k 为 任意 数 . 

40. 提示 :用 反 证 法 证 | A4 + р 550, НА + р| ЖАҒ, МА + D ,>0. 


$4.1 基本 知识 


一 、 和 矩阵 的 概念 : 


由 数 域 P 中 sx 个 数 排 成 的 s 行 n 列 的 表 称 为 数 域 P 上 的 一 个 矩阵 , 记 
为 A,、, ,或 A,, BCN A BWN Ca; ). 即 


ау Gi ` Ain 

аз dy d? 
А = | 

4.1 ü a 


其 中 数 a, 称 为 矩阵 A 的 元 素 . 

= у 时 , 即 n X n BERERA n 阶 方 阵 , 也 称 n WER. 

HEREA УВ 的 行 、 列 数 相同 , 且 对 应 元 素 相 等 , 则 称 А 与 B 相等 , 记 为 4 
= B .元素 全 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 , 记 为 0. 将 A 的 元 素 均 反 号 得 到 的 矩阵 称 ， 
为 4 WREE, H-A. 


—. ERDEN 

1. 矩阵 的 加 法 : | 

W А =(а,),,, ,B-(b,),., , Bill (а, + bi). , PRA JEPE А HB 的 和 , 记 为 
А +В. 

2. УЖ ЕЕЕ: 


Ў РЄР,А = (а, ),,„, (Аа, ),x, 称 k 53 A 的 数量 乘积 , 记 作 АА. 

3. JREEHJSRE E : 

设 А = (a)n B= (Ь,),, MERC) m HB с, = anb tasb ++ 
a,b, (i—-1,2,*-,msj 1,2, sS) RAER A 与 B 的 乘积 , 记 作 AB. 
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把 一 个 矩阵 A 的 第 ; 行 变 为 第 ; 列 ， 
得 到 的 矩阵 A 为 4 的 转 置 矩阵 . 


三 、 和 矩阵 的 运算 性 质 : 


і. ^ А,В,С Jé m X n WIERE, I 

l)A-* B-B-* A; 

2) (А+ В) + CCA-*(B-* C); 

3) A *0— A,HP 0 JJ m X n WFE; 

4) At (C A) 20, f — A ЗА АЖЕ; 

5)A-B-A*t(-B). 

2. 对 于 和 矩阵 的 乘法 运算 ,有 

1) А(ВС) = (AB)C:; 

2) A(B+C)= АВ + АС; 

3) (B+C)D= BD + CD; 

4) 一 般 AB ВА; Н AB = АС, ВЕ IS B = C; 

5) 对 于 非 零 方 阵 A 有 :4" = E (Е 为 单位 矩阵 ), AA = A 5; (A) = 
A” (s,t 20). 

3. X T Ek E yE ЕЕ : 

1) (A) = A; 

2) (A*B)-A' +В; 

3) (aA ) = аА; 

4) (AB) - B'A'; 

5) (aA + bB) =aA + bB . 


四 、 可 逆 和 矩阵 与 初等 矩阵 


1. 可 逆 和 矩阵 : | 

对 于 n МУВА, ZA n Er) EE B 18 АВ = ВА = 五 , 则 称 A ATE 
阵 ,B 为 A Ж. | 

2. 非 退 化 矩阵 : 

对 于 n 阶 方 阵 A ,车 |A1 关 0, 则 称 4 为 非 退 化 的 ;否则 称 为 退化 的 . 非 退 化 
Жж EB ny xii ВЕ. | | 

3. 初等 矩阵 : 

由 单位 矩阵 经 过 一 次 行 或 列 的 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 .共有 三 
种 初等 矩阵 : 

D 交换 单位 矩阵 E 的 第 i 行 ( 列 ) 与 第 j 行 ( 列 ), 得 P(i,j;), 称 为 换 法 短 
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2) 用 非 零 数 c RE НВ: 行 ( 列 ) ,得 P(i(c)), 称 为 倍 法 矩阵 ; 
3) 把 EE 的 第 j 行 (i 列 ) 的 & 售 加 到 第 i 行 (j 列 ) 得 P(i,j(k)), 称 为 消 法 
Ж PF . 


=. # > RJ Z E Н tE 
1. # ЛЕ A nf xx, HHJ Eos —,‚— W H А Жл A MS. FE AA = 
АА = Е. 


2. JE A ау УНУ ЧА |50,0 4 H DUM A BJ 8E = A 的 阶 . 
3. 1А 1520, РЕ n Br ERA WWX. 


-1 А 

А = AT 
这 里 

Ar А, Аһ 

A" = А}, An А,, 

А,, А,, vt А,, 
为 4 的 伴随 矩阵 ,A, 为 4 的 元 素 w 的 代数 余子 式 (i =1,2,…,n;j=1,2,… 
n). 


4. ЗШЕ A 作 初 等 行 变换 ,相当 于 以 相应 的 初等 矩阵 左 乘 4 ;对 A 作 初等 
列 变换 ,相当 于 以 相应 的 初等 矩阵 右 乘 А. 
5. ^ A mx n НЕЕ, (А) = г, ШУ 


l 0 0 0 0 

l Ü 0 

P.P AQ 0, = |, 5 O X 
0 0 … 0 0 … 0 


其 中 Р, 人 ‚е, Q, 都 是 初等 矩阵 . 
注 :对 于 性 质 5, 由 于 初等 矩阵 的 乘积 可 道 , 则 从 实用 的 角度 出 发 ,该 性 质 可 
以 叙述 为 ;存在 可 逆 窍 阵 P ,Q ,使 得 


(Е, 0 
pao= | ol 
б. >K 3 E EE BJ 4] Sp AE 9 12: 
1) 初等 行 变换 法 
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因为 当 п Ж ЛЕ А 可 逆 时 ,4 可 由 初等 行 变换 化 成 单位 矩阵 , 即 


Р. ·-- Р.А = Е. 
TE PSCOPQECA `, XE P,e, P, 都 是 初等 矩阵 ,可见 
A -P.-P,, 
B[ =] ГА ЕЈ (р --P,A,P.--P,E) 
=(E,A '). 
2) 初等 列 变换 法 : 
Їй 1) 的 分 析 可 得 到 
AY 初等 列 变换 |AQ ^" © | E 
mew. сосы 
Ж. Е ВЕН) 


利用 矩阵 的 分 块 处 理 阶 数 较 高 的 矩阵 ,是 一 种 常用 的 方法 ,特别 在 证 明 有 关 
的 问题 时 ,能 有 诸多 的 方便 . 


1. 分 块 的 概念 
^ A Jm Xn 的 矩阵 ,把 A 分 成 如 下 形式 
Аџ Ap … A; 
А А e А, 
А = Е 2 2 | (1) 
A A. Ан A, 


其 中 ALG1,2,7.5:j71,2,7, 229 m X n; Ж ‚Н mi oo m, = m,n, 
++ + n, 三 1. 称 (1) 右 边 的 定 阵 为 А 的 一 个 分 块 . 

2. 分 块 矩 阵 的 运算 

Ax 


x 
AÁ, А,, 
д=|: 
А, A, 
В,, B,, 
B= |: : 
B., ... B, 
这 里 А,В 的 行列 数 相同 , 且 分 法 一 致 ,那么 
А, +В, ` A, „tB, 
А+В= : : ; 
A, +В, … A, +B, 
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аА ,} "tt aA,, 
аА = | : : 


аА "t аА, 


分 块 矩阵 乘法 运算 复杂 一 些 , 但 只 要 做 到 4 的 列 的 分 法 与 B 的 行 的 分 法 一 致 . 
即 设 


А | А, 
А= |: , 
A, 
B, В|, 
B= |: , 
B, B, 
那么 
С, С, 
АВ = |: 
С, C, 


注意 :只 有 在 通常 的 乘法 运算 4 与 B 可 乘 的 前 提 下 ,分 块 乘法 方 可 进行 . 
3. 准 对 角形 矩阵 的 运算 | 


形式 如 下 的 矩阵 
А, 0 0 
0 A, 0 
А _ M 
0 0 - A. 


这 里 А An X n (i2 1,2,:7 SABE fF N VENT A E EBE. 当 各 n; =1 时 , 则 为 
ХЖ ЕЕ. 


设 有 两 个 相同 分 块 的 准 对 角形 矩阵 
A, 0 … 0 B, 0 
0 A, :… 0 0 B 
A=. B=]. 7 
0 Q A 0 0 B 
А, +В, 0 0 
0 A, + B, . 0 
Bl) A+B= | | 
0 0 А +В 
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0 А,В, 0 
АВ = | 
0 0 ... A B. 
当 А, Tv A. 都 可 逆 时 , 则 А tE, uj. H 
A, 0 … 0 
"m 0 A 0 
0 0 A. 


七 、 几 个 典型 结论 


1. 方 阵 乘积 的 行列 式 
Y A.B 都 是 阶 方 阵 , 则 
|АВ|=|А!|]В|; 
W A.A... A, 都 是 2 Br EE , WI) 
A A А, LEIA 1А, (--- 1А, 1. 

2. AB EESÉE TH НЕКЕ + BJ #k — ЇН] BJ < Ж 
4 À Jm X n 的 矩阵 ,B 为 n Xx 的 矩阵 , 则 

秩 (AB ) 夺 min( 秩 А, B); 
^ A-A,A;,"A, ,那么 

Fk ASmin( fk A, ,-c, fX А, ). 


JV. ЛУКА FE 


1. XT E £ 

S A 为 数 域 上 PP Юл NIE, EA A =А,ШЁ A 为 对 称 矩 阵 . 

EE A 的 元 素 为 a; , 则 条 件 А = A ЖИ Ға, =а,,2,) 71,2, 7, n 即 元 
素 以 主 对 角 线 对 称 的 相等 . 

2. X PF E BE 

хд 为 数 域 P 上 的 n ROE, GA A =—-А,ШЖ A УБ Ж Е. 

UE А 的 元 素 为 a, WRH A = - А 的 等 价 说 法 即 为 

a, = —a,,1,J= 1.2. n, 

亦 即 元 素 以 主 对 角 线 反 号 对 称 . 

3. ЖЗ EE 

A A 为 n 阶 方 阵 , 车 有 A^ =A, MEA NEGER. 
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4. REGERE 

4 A Уп МИЉЕ, REBAR m 81$ A" =0,0 ER A 为 寡 零 矩阵 . 

5. ВЖЕ 

© А 为 n ЛЕ, AE, WEA 为 对 合 矩 阵 . 

б. ЕЖ 

i£ 4 n KDE, EA АА = Е, ДК А 为 正 交 矩阵 . 

注 : 条 件 A'A = 五 的 等 价 说 法 为 4 = A .可 见 当 和 为 正 交 矩阵 时 , 求 其 
NFRA. 


$4.2 Ш Й 


1 设 


Wok A ,A ,并 进而 求 А". 
分 析 ”此 题 的 主要 目的 是 求 A" .但 需 计 算 AC ‚А? 找 出 规律 然后 用 数学 归 
纳 法 证 明 . 


解 ” 直 接 计算 
1 2a а +28 
А“= 0 1 2а , 
0 0 1 
1 За За +38 
А`= 0 1 За 
0 0 1 
这 样 可 以 猜测 
] no n(n -1) 24 ng 
А = 0 1 na 
0 0 ] 
用 数学 归纳 法 证 明 : 


1) 3 5-1,2 B, БУ; 
2) 设 n= 上 时 成 立 . 那 么 , 当 n=k 上 +1 时 ,有 


1 ka кл, +28111 a B 

天 十 上 __ k — 
А SAAS 0 1 bo 0 1l a 
0 0 1 0 0 1 
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1 (k+1)a GT a? (p+1)B 


1 (А+ 1) а 
0 1 
所 以 ,上 述 猜 测 正确 . 
例 2 i 
a, 9 0 0 
О a, = 0 0 
А=|: i: oi : : 
О 0 0 -- 0 a, 
а 0 0 … 0 0 


这 里 a, #0,i=1,2,; 7, n, RA. 
分 析 H A 的 构造 知 , 如 果 对 和 矩阵 作 如 下 的 分 块 
| 0 A, 
А = , 
А, 0 
其 中 А, 为 右上 角 的 一 块 , 为 对 角形 矩阵 ,对 角形 和 矩阵 的 道 易 求 , 而 4， 为 左下 角 
的 一 块 , 即 а, ,其 逆 为 a !, 则 


a А, га 0 А;' 
А, 0 А, 0 
0 0 0 a, 
a 0 0 0 
0 a 0 0 
0 0 0 0 
0 0 a, 0 


$13 解 矩 阵 方程 


Ë ' 7 | Ë Я 
X - ! 
0 1/ \4 5] \-1 -3 
分 析 ЖШ AXB = C HEETE, HP ALB пуй, Ж X— A CB ， 
可 以 借助 矩阵 的 初等 变换 求解 . 
解 ” 作 矩阵 的 初等 行 变 换 
11 4 1 10 5 4 
eii rA t 
0 1 -1 -3 
再 作 和 矩阵 的 初等 列 变换 ; 
e $2? 。 


5| 0 .1 
4  |-9 qm 
-1 -3 -7 12 
[79 17 
» ul 
例 4 ix 
0 1 
А=|0 2 0l, 
-1 0 1 


且 满 足 AB- E- А? +B, B. 
解 HAB-*E-A'-*BÍSJ(A-E)B-A'!-E i 


0 0 1 
А-Е= 0 1 0153, 
-1 0 0 | 
所 以 B -(A-E) (A'-E)-(A-E) '(A- EYA + E) 
2 0 1 
=А+Е=|0 3 0 
-1 0 2 
5 i 
111 
1 1 3 
HlAl-22,(A')'!. 
解 НА -|А|АТ!, 0 
111 
(А?Э!= д= 1р2 1 
ТАТ 2 
1 1 3 
6б 3] Jr B 
1 1 -1 
A-|-1 1 1 | 
1 -1 1 
Н|А|=4,П А X- A ”+2XX, 试 求 矩 阵 X. 
解 ” 因 А`Х=А '+2X, 


IU 
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(A' -2E)X-A |, 
(44 - 24) Х= E,(|A| E-2A)X- Е. 
п, ЖЕ (САТЕ- 24) 90, Е 
Х =(|А|Е-2А) 


1 -1 ip 1 -1 1? 
=|2|1 1 -1 -L|1 1 -1 
-1 1 1 -1 1 1 
1 1 O 
= |0 1 1j. 
1 0 1 
例 7 iX 
0 0 
A=|0 1 2 
l 
求 所 有 与 A 可 交换 的 矩阵 . 
解 由 于 
1 00) í100) (0 0 0 
A-|0 1 2|=|0 1 01+ 0 0 2|=Е+С, 
312, 100 3 1 1 


Ë B= |а, b, ci| 与 4 可 交换 , 即 


AB = BA, (E * C)JB- В(Е +С), 


于 是 ,CB = BC , 即 
0 0 0 3c c Ab tc 
2a, 2b, 2с, = |3c, c 2b,+c, 
Bata, ta, 3b+)b,+b, Зс+с, + с, 3c, c, 2Ь,+с, 
H А ЛУ ZO AH 5,18 
| a=b, —-рау,Ь=0,с=0,а, =e b m pese =b to. 
b. - а, 0 0 
所 以 В = ai б, С, 
3 1 1 
> VAT b, t c, 
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例 8 RA 5х3 ЖЕЕ 


l 2 3 

2 1 2 
A= |3 3 5 |, 

l —1 一 

4 2 4 


АЖА АГ LEER. 
分 析 ҸЕ(А) = r 时 , 则 对 mx n WERA, ЖГ Хй,Щ RT 38 phok af m: 
ЖЕ P,Q ,使 得 РАО ЗА 的 等 价 标准 形 ,这 时 ,4 ВЈ X m 
c-o E Co | 
С ma "a | 
— R m X n Ж А 的 等 价 标准 形 吾 ,可 以 作 如 下 的 变化 ， 


A E, 初等 变换 |B Р 
Е, 0 "EMI 
W PAQ = B. 
f ЖЕНЕ P ,Q. 
1 2 3 10000 
2 2 2 01000 
3 5 3 00100 
А E,| |1 -i -1 0 0 0 1 O| 
M р 4 00001 
1 0 0 00000 
0 1 0 00000 
0 0 1 00000 
1 0 0 1 0 000 
0 1 0 -2 1 000 
0 0 0 -1 -1 10 0 
0 0 0 1 -10 10 
初等 变换 |0 0 0 0 -2001 
1 2 -4 о 0000 
0 -4 -$ 0 0 000 


< 
< 
E 
(一 
- 
c 

i 
c 
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1 0 00 O > | 
-2 1 000 l + 73 
取 Р=|-1 -1 1 0 0|,0= 1 4 |. 
) 73 73 
1 -1 0 1 O 
0 -2 00 1 0 0 l 
那么 ,A Г ХУЖЕ ЖП 
-] 
3 3 1 Ü а, а, а; —2 1 0 0 0 
G = 1 4 0 1 a, a, a,||-1 -1 100 
0 73 3 
ат ав Gg Wi0 а 1 -1 O 1 0 
0 0 1 0 -2 00 1 


其 中 ai (=1,2,…,11) 为 数 域 P 中 的 任意 数 . 
例 9 设 4, 刀 都 是 2” 阶 方 阵 , 若 4+ 了 ,4- 下 均 可 逆 , 斌 证明 分 块 矩阵 


Е P N 
D= 
B A 
п, Rok R E E. 
分 析 ”我们 知道 , 当 А,В,С H n WEER ,2n 阶 方 阵 
(0 B 
p= 
| 0 В 
的 行列 式 | DEIRA n 行 展 开 , 由 拉 普 拉 斯 定理 可 得 | 了 |=|4|18|. 因 此 ,对 
于 所 给 的 2n 阶 方 阵 也, 设法 变 成 如 此 情况 即 可 


证 上 明 由 于 
А В| |А+В В| |А+В В 
ШЫР AE В+А В 0 А 
= |д+В||А – В |520, 
р, 


所 以 D s|. р! = 


р, p 
x , 则 由 DD ' = E,, , В| 


3 


A В| (р, » E, 0 
B А||р, D,) 10 Е,)' 
AD, + BD, = E, , 
BD, + AD, - 0, 
得 
AD, + BD, =0, 


BD. + AD, = E,. 
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(А+ В) -*(A-B) '], 


^3 
} 1 l 
解 得 р.= = (А+В) -(A-B) '], 
D, = р,, 
D, = р,. 
10А +В) + (А-В) 1) (А+ В) (А-В) 1] 
& D = 


jl(A*B)'-(A-B)'] +[(A+B)'+(A-B)'] 


例 10 设 4,B 都 是 ” 阶 方 阵 ,证 明 : 当 五 -4B НЙН], Е – BA dn] 3. 


证 明 因为 
| ^ нар Е Е aM "| 
A E| E 0 B EI E 0! 
I E B E A 
A E 


因此 |Е-АВ| = Е – ВА |50, Я E – BA nj iN. | 

8/11 $ A-(a;)J n WEEE, WEH :a; = + А„, ЖФА, 为 a 的 代 
数 余 子 式 . | 

证 明 因 A 为 正 交 和 矩阵, 则 AA — E, fis AA | = | EL, BH A = 1, # 


A|= +1. 
X A'CA ,‚,А'=|А|А '= +A , 亦 即 | 
Аџ A, * Ay аң сац 77 am 
: : : |= + 
Ai An cU A, Ain Arn ` Am 


由 此 知 ,a; = + A;(1,) 71,2, ,n). Н?Ң|А|=1Ҥ],Д ЕЕ; |A|= -1 时 ， 
RRE. 

0112 X 3BrSOBEE A = (a; ) 满 足 条 件 : 

1) а, = A5,i1,j 71,2,3; 

2) аз = —1. 
试 证 明 |4|=1, 且 求 方程 组 


的 解 . 
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ЖАҢ Нг, =А, W] А'=А*,Н AA = AA" = |А |Е, 0177] 5,49 
|А|^=|А|?,| А (|А]-1)=0. 
从 而 14|=0 或 |4|=1. 
把 | A TEES 3 行 展 开 ,得 
| |А | 2S as Ag * ag Ag ^ as As 7 al + а, * als. 
Has,7-1,MIAIZO, РЕА | =1, Н an =a =0;ÑH]A|=1 可 知 ,A ' = 
A' , Wii 
—A' 


7 


0 
Ü 
1 


PFL, ху =a} =0, £, =a =0, z; = аз = – 1. 
点 评 ”从 上 两 例 来 看 , 抓 住所 给 条 件 上 暗示 的 结论 是 十 分 重要 的 ,因为 这 样 往 
往 是 着 手 证 明 的 突破 口 . 条件 a, = A, ,这 实际 上 告知 了 我 们 A" = 4 ,再 利用 
AA" = |A|E, 取 行列 式 之 后 ,其 证 明 的 主要 过 程 就 基本 上 完成 了 .应 熟练 应 用 
公式 
AA’ =|А|Е. 
它 在 整个 证 明 过 程 中 扮演 了 主要 角色 . 
例 13 $ A Un 阶 方 阵 ,A +E п], Н 
f(A)-(E- A)(E* А). 
i ШЕ BH 
1) (E * f(A)(E* A) 2E; 
2) f(f(A))- A. 
WRR 1) (E+f(A))(E +A) 
-(E*(E-A)(E* A) ')(E* A) 
=(Е+А) +(Е-А) 
=2 Е; 
2) f(f(A)) - CE- fCAD)CE * f(AD)) ,由 1) 知 
(E+ f(A)  * CE * A). 


RAER, 
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РОСА) -GE- CE- А)(Е + AY D( (E + А) 


—h 


РАЎ 这 是 一 个 代入 类 的 奥 型 问题 ,} 只 要 注意 在 代 人 之 后 巧妙 地 进行 整理 ， 
便 可 达到 目的 . 


例 14 nS n uS BS n B; D EE A 的 每 行 元 素 的 和 为 a , 斌 证 上 明 :4 ”的 每 行 
元 素 之 和 为 ua”. 


ША 证 法 1 REA 的 每 行 元素 之 和 为 a , 亦 即 


1 а 
1 а 
A| |= 
1 a 
a 1 
а 1 
因 д я], A ‚|=|. , 仍 由 А 可逆 知 aa 天 0, 于 是 ， 
а . 1 
1 a | 
Е L} ja 
1 a`! 


此 即 表 明 4 ”的 每 行 元 素 之 和 为 wa ' 
证 法 2 因 A п, ДА 1520.1 А | 的 第 2,3,…,n 列 都 加 到 第 1 列 , 之 
后 提出 a ,再 将 新 的 行列 式 按 第 1 列 展 开 得 
ІА | = (А, + А»„ +: t A,). 
H ҒА 1520, 250, А 
Ал ‚ Ах | 
TAT TAT“ Er 
注意 到 A ' -А Bb КАЮ A^ 8358 1 行 元 素 之 和 为 a 
同 理 可 证 4-:! 的 第 2,3,…,n 行 元 素 之 和 也 为 ac 1, 
{15 UA 是 ;Xx HKEE, KHE: 
Ж(Е„-АА)-Ж(Е,-АА )=п-5. 
分 析 A 为 sx ЖЕЕ, Д A nx s WER, РЕ, АА Is X s KER, 
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A'A JJ n X n WER. 8 5 S uE BJ 2516; ,现在 需 构 作 新 矩阵 
E, - AA ЖЕ, - АА . 


而 这 可 利用 分 块 阵 | 
E, A 
А” E, 
对 其 施 以 适当 的 变换 就 可 以 达到 目的 . 
ЕЗ ТЕЖЕ 
(Е, A 
[A E 
E 0)|\(Е A\(E, -A E, 0 
-A Е) (А E.J O Е, 0 E,- AA 
И ,Ж(В) =s + CE, - АА). ХВ 
E -A)]ÍE, A)Í E, 0 E,- АА’ 0 
^ E, |А E,]i- A ME 0 | 
所 以 ， К В = п+#(Е, – AA ). 


(Е. - A'A) (Е, - AA ) 9 n— 5. 
5116 4 A- (a), B = (b), „, Е: EECAB)ZEKCA) + CB) - 


WE BB (А) = ri FX (CB) — Г, TK CAB) — r , 则 对 于 А ,"H n] xit 4p pe P... 
QUEE БЕ: О, ,使 | | 


Е. 0 
РАО = | ` ; 
0 0 
则 PAB = РАОО `В = ' r= 
0 
. C m | 
A -1 р — ! 
A Q B= , 
Co- ухи 
< E, 0 c, x m C, X m 
从 而 РАВ = | ` = 4 
^— {0 0/j[(€C.-»- 0 


所 以 , 秩 (C, xn) = (АВ) =r, IBRCQ B) = GB) =r, HERS QB 的 
分 块 , 则 
r,-*(Q B) 
(С, xm) + (С, xn) 
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—rt(n-r,). 
于 是 r, Srt(n-r ), EB rr + r, — n. 
RUE 完成 这 一 结论 的 证 明 , 用 到 的 主要 结论 就 是 
0 


y 


E, 
РАО = | ` 
0 0 


至 于 下 面 的 工作 基本 上 是 技术 处 理 ,如 对 OB 的 合理 分 块 ,这 种 合理 性 是 尽 
可 能 的 将 A 的 秩 与 AB 的 秩 联 系 在 一 起 . 

例 17 令 A 为 mx WER, (А) =r, ÆR: A 可 表 成 r 个 秩 为 1 BJ $E 
阵 之 和 . 

证 明 ”由 于 秩 (A 和 4)=7r, 则 有 m X m In] iB P nX nan ЮАО, 
使 得 


(Е, 0 
гло = |, | 
对 上 式 左 乘 PCR ОС! ,Щ 
| [E 0) ， | 
А =P W lo 


0 
v 0 0 
= p`! 0 0 + 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 O 0 
NN 1 0 9 от 
0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 : : 
310 0 0 Qe p^ 0 1 0 0 Q^ 
: 0 0 0 
0 0 0 TE 
0 0 0 0 
- А+: +А 
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А,=Р' () ... 1 ... () О. 


元 素 1 在 A, 的 第 i 行 ,i 列 ,显然 ALCI 1,2," н) ВЈ. 
例 18 $ A,A, A, SEXE n ИЖЕ, H 414,…A, 一 0, 证 明 :; 这 上 p 个 
类 阵 的 秩 之 和 二 (p 一 1)n. 
证 明 ”因为 0 = 秩 (4,4…A，) 
| >®ҖХ(А,)+Ж(А,—А„)-—лп 
2#(А,) +Ж(А,) +#(А; A,) – 2л 


之 … 
之 秩 (A1)+ 秩 (A,)+…+ 秩 (A,)-(p-1)n， 


点 评 这 个 结论 的 证 明 , 反 复 利 用 了 例 16, 依 次 辣 下 推 ,直到 推出 结论 . 因 
此 ,问题 的 关键 就 是 牢记 绍 论 : 
К(АВ)2#%(А) +#(В) – я. 
К,ала 5 F IB 802816 BE , BRC AB)Sminl (A), (В) ]. 
@ 19 CHA nB BB КАЯ ЖОЕ ,Ь 22 n 元 列 向 量 .又 设 


a 
b 0 
ШЕН. SX ( B) = n. 

分 析 JE B Nn+1B BJ. Нн B 的 构造 知 , 秩 (B) 之 秩 А, А АЈ, 
WE CA) = п „ХШ Ж НЕЙЕШ B| =0, 则 结论 便 得 到 了 证 明 . 

证 明 因为 A 可 道 ,日 为 nn 阶 , 则 秩 (4)=n, 而 BB 为 n+1 阶 的 ,所 以 , 秩 
(B) 之 秩 (A4), 即 知 , 秩 (B) 之 nn. 

又 A 若 为 反对 称 和 矩阵 ,县 奇数 阶 反 对 称 和 矩阵 的 行列 式 为 0, 故 A ЮИ n 
为 偶数 ,从 而 ,B 为 奇数 阶 的 . 作 和 矩阵 


C=| , , 
b 0 
则 C 为 奇数 阶 反 对 称 定 阵 , 所 以 ,|C|=0. 而 
A b -A b 
A H | 
b 0 b 0 
A b 
b 0 
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从 而 , 秩 (B)= n. 
例 20 S A 为 数 域 P БУУ 的 m X n 的 矩阵 ,r >0. 试 证 :存在 秩 为 > 
BJ m x r SBEE F 和 秩 为 r 的 rxn JBEE G ,使 得 А = FG. 
uB 因 秩 A=7r, 则 有 mX m 的 可 逆 和 矩阵 P 和 nn x z Byn] 35 ARE Q ,使 得 
(Е, 0 
TI ME 
— E, 
=Р| ү | LE, 010. 


取 к=Р ,G-[E,,0]Q HJ Е,С 分 别 是 秩 为 > 的 m X r 矩阵 和 秩 为 r M 


x n ЊЕ, HS А = ЕС. 
点 评 这 是 较为 简单 的 矩阵 分 解 问题 ,从 上 面 的 分 析 和 证 明 可 以 看 出 ,只 要 


记 住 结论 
(е, 0 
A-P AD 
同时 给 以 适当 的 变化 , 即 可 得 到 证 明 . 但 需 注 意 的 是 ,上 面 的 结论 有 时 写成 
(E, 0 
Pao- |, ' 
方便 一 些 , 下 例 就 是 . 


例 21 4^ A,B 都 是 n X n Ж, АВ = 0.189: 
1) 秩 (4)+ 秩 (B)<n; | 
2) 对 于 A , 必 存 在 矩阵 В, #Ж (А) + (В) = 6, EPRA). 
证 明 1) 令 秩 (4)=r, 则 以 4 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 AX=0 的 基 
础 解 系 中 含 n -个 解 问 量 ,而 AB =0,ЁП 
A(B,,B,,…,B,)=0, 
从 而 ， | AB, =0,АВ,=0, , AB, = 0. 
这 说 明 В 的 列 向 量 B, ,B,,… B, 都 是 齐 次 线性 方程 组 4X=0 的 解 同 量 . 
РТ, (В) <п – r, (А) * FKCB) n; 
2) НЖ(А) = r, ME n 阶 可 逆 矩 阵 P,O ,使 


.. [E, 0 
гло -- |, | 
刚 л-р |6 | 70. 
0 0 
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0 
ЕЖЕ B-Q| E, P, 
0 
0 
则 有 an= p lano E,. P-0, 
0 


f8k (A) + (В)  k( rk). 

点 评 ”对 于 1) ,用 到 的 主要 知识 是 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 所 含 向 量 的 
个 数 ,以 及 由 条 件 АВ =0 得 知 B 的 列 向 量 为 齐 次 线性 方程 组 的 解 向 量 ; 而 对 于 
2) ,矩阵 构造 的 基础 却 是 常用 的 结论 , 即 

(Е, 0 
| PAQ- |^ | 
这 一 结论 是 矩阵 这 一 章 的 主要 结论 之 一 . 

例 22 4 A 为 n Xs ЖЕ ,А DU s 个 列 向 量 线性 无 关 . 证 明 : 存 在 列 向 
量 线性 无 关 的 矩阵 B, s EER P-[ A, ВІР, E B'A-0. 

证 明 因 秩 (4)=s, 则 秩 (4 )= s. FIÉJFIXZRTEZI ЖЕШ A X = 0 的 基础 解 
RPE n- s 个 线性 无 关 的 解 向 量 : Bu soe В, ЕЖЕ B = (B... B) W 
A'B -0, itj ВА =0. | 

下 面 证 明和 矩阵 Р= (А,В), 9 

rr-(^a.m-(4^ ав) ла о. 
В ВА ВВ 0 BB 
B А,В 的 列 向 量 都 线性 无 关 , 则 |A’41 取 0,1BB| 关 0， 
所 以 | |РР|=|АА!|ВВ|5=0, 
| IP’ |] P|Ż0, 
从 而 |P| 关 0,P пуй. | 

点 评 ”此 例 的 巧妙 之 处 是 构 作 齐 次 线性 方程 组 A X = 0. X E IN OR X PJ JE 
方程 组 中 有 n-s 个 线性 无 关 的 解 向 量 B.,, ,…, В, ,这 正 是 要 作 的 矩阵 B 的 列 
向 量 .和 矩阵 B 作出 后 ,而 和 矩阵 P= (A ,了 3) 便 拼凑 而 成 . 

例 23 $ A 为 n(n 宇 2) 阶 方 阵 ,证 明 :|4'|=|1A4|1”"!. 

证 明 ”因为 

AA' -A' A- |AIE, 
1% АЦА =lat". 
当 | 4 | 关 0 At, ДАА‘ 1 = [А 1". Al =0 R, ВА“ 170,29, AT 
Щй, AA" =|А|Е — 
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А= [А (А *)' = 0. 
于 是 4 =0, 这 与 4 可 逆 矛 盾 , 从 而 ,这 时 也 有 14 = lal". 
点 评 ”此 例 用 到 的 重要 知识 点 为 AA. = АА = | A (Е, TERUG SUN Z J 
的 讨论 ,只 要 注意 到 在 |4|1=0 时 ,敢于 大 胆 肯 定 14 =0, 但 必须 指出 若 14 | 
7-0 Br; E BJ Л ЛШ. 
Ë] 24 — A Jn(nZ22)BTZI Ee TAE SEEK CA) S TRCAD) 的 关系 . 
证 明 1) 当 秩 A= n Е, А |50,4 是 可 逆 的 , 即 有 4 存在 ,所 以 
A'-lAIA '. 
可 见 , 秩 A'=n. 反 之 , 当 秩 A"=n W.A EWEA) :存在 ,所 以 
A=|A (A) ， 
必 有 |141 夭 0, 否则 ,由 上 式 知 4=0, 从 而 4 ” =0, 这 与 秩 (4” 2) n FA, ТИ 
|А |520, ГЕ, (А) = n; - l 
2) ЩЕ (А) 9 n -1 时 , 则 4 必 有 一 个 n -1 阶 子 式 不 为 0, 即 4" 中 至 少 有 
一 个 元 素 不 为 0, 所 以 , 秩 (A 和 A ) 宇 1, 男 外 秩 (A)=n 一 1, 则 | 和 A4|=0, 于 是 ， 
AA" =|A|E=0. 
МП, (А) + (А) Sn, P (A )<1 3X [B8 H K.A ) 1. KZ ,# 
秩 (A*")=1, 即 A RD 8 — А, 50,0 A 必 有 一 个 nn 一 1 阶 子 式 不 为 0, 于 是 
Ё(А ) >п -1, 但 不 能 有 秩 (4 )>n 一 1, 即 不 能 有 秩 (A 和 4)= ,否则 ,有 秩 A”= 
n ,而 n22, 215E )=1 #6, (А ) 5л, DU TRCAD m 一 1, 因 此 ， 
FX(A)7n-1. 
3) 当 秩 (4)<n 一 1 时 , 则 A 中 一 切 n - 1 阶 子 式 均 为 0, 于 是 一 切 А, -0, 
A' =0, 所 以 ,这 时 有 秩 (A4“)=0, 反 之 , 奉 秩 (4 )=0, 则 4 和 4”=0, 即 一 切 A, = 
0. 亦 即 A 的 一 切 一 1 阶 子 式 为 0, 所 以 , 秩 (A)<n--1. 
总 之 , 秩 (4) 与 秩 (4”) 之 间 的 关系 为 
п<Ж(А ) = n; 
BANJICE) N 
0=Ж(А)<я-—-1. 
点 评 EEE R RaR SR I] 8L ,— ЈУТА 1 A 的 秩 等 于 
A 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 , 另 一 方面 注意 到 A ”的 元 素 都 是 4 的 元 素 的 nxn 一 1 阶 
TX. 
例 25 $ A JI n(nZ2)BII EE АЕРА (A) 的 关系 . 
WEBB 1) 车 n=2, 由 伴随 矩阵 的 构造 易 知 (A ) =А. 
2) Æ n 之 3, 我 们 分 以 下 情况 来 讨论 : . 
1° 当 |1A1=0 时 , 则 由 上 例 知 , 秩 (4”) 委 1, 所 以 ， 
(A) =0,(4 ) 70; 
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2 ЩА |550 Е, Hl] E (A) = л ‚МП, (А) = n 于 是 ,A "HPS. H.H A’ 
-lAlA''f8 
(A ` ) =|A"]|(A*)7 = [AI АА). [A [n4 
总 之 ,4 与 (4 ) 之 间 的 关系 是 
s A, 当 n=2 时; 
А) ы А, 24 „223 8. 
0126 Ф А,В 都 是 nx BJ ü E pe. HEH: (AB) ' = B ° A^ 
WEB] 因 4,B 为 n xn iust W AB 也 为 Xn ГЕ. 从 而 
(AB)' -|ABI(AB)  - |AI|| BIB"! A7 
-(IBIB")(lAlA"))-B'^A'". 


1. & 
3 1 1 l 1 -1 
1 2 3 1 0 1 
a b c 1 a c 
79 b . "| b i 
1 1 l c a 


计算 AB, AB – BA. 
2. il 


3) , |i 4) K ~ sin P); 


ып cos Ф 


| 1 1 
5) (2,3,—1)|—1|,|-1 (2,3, — 1); 


一 -1 
ау ар b,] (> 
6) enl а›› 2M 
bó; b, с)\1 
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计算 


3. 


Ta, , А 为 n X n ЖЕ, Y. 


аА" t a, A" + 


4. Z f(A)-7a,A" * a, AT ^F e --- 


ta,E, 


f(A) 


2 
3 
1 


2) А) = А2 -54+3,А = 


试 求 f(A). 


BA ,矩阵 B 就 称 与 


S. 如 果 АВ 


求 所 有 与 A 可 交换 的 矩阵 ， 


0 1 0 0 
0 0 1 Q| | " 
ТАБ Ó 0 0 1 ,证 明 ; 55 R XL 3 
0 0 0 0 
a b c d 
B- О a b c 
0 0 a b 
0 0 Ü a 
时 ,AB= BA. 
a, 0 0 
| Ü а, 0 
7. ВЖ А = . 
О 0 … a, 
其 中 a, 关 a,,i,j=1,2,…,n 证 明 与 4 可 交换 的 矩阵 只 能 是 对 角 和 矩阵 . 
a, E, 0 Ust 0 
0 aE, © 0 
8. < EBE A= |. . . |° 
0 9 б aE, 


其 中 a a, ‚152301,3 =1,2,',ғ), Е, E п, 阶 单位 矩阵 У) n; 一 n ,证 明 与 А 

НУН ЕЕ А RE E EX PR RE ; 
А, | 

А, 


А, 

其 中 A, X n, WERE. 

9. S E, Hifi 列 的 元 素 为 1, 其余 元 素 全 为 零 的 n MER, M А = 
(а, ),xn， 广 朋 : | 

1) 如 果 АЕ,, = ЕА, А, 4 251 时 ,有 ал = 0, 4 2522 时 а,, = 0; 

2) Æ AE, = EA ,MJ 233 На, = 0, 4 2553 В, а, =0 Ва, =аџ; 

3) X A 与 所 有 nn МЕЕ, Д 4 是 数量 和 矩阵. 

10. Ж АВ = ВА, АС=СА, ЕҢ: А(В+С)=(В+С)А;А(ВС)= 
(ВС)А. 
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11. 举例 说 明 : 当 AB = AC PF, R% B = C. 
12. 4 A= > (B + E) MEHR A? = A I 55r Dy EE #& F ЛЕВ” = E 


13. $ A AXX PRERE, ПЕНН: Ч A^ = 0 B1, A = 0. 
14. + A, B EE n X n ЮУК РЕ, ПЕВ: AB Ў УНУ М АВ = ВА. 
15. 证 明 : 任 一 n X n JR EAR n] UL 3 Ro — 4 W PR AB EE Ej Ы К 27. 


16. 证 明 : 对 任意 n X n JBEE ALB Ж#Н AB - BAZE. 
17. Qs xit xt 6 x, k=0,1,.…,n 
G; = 5;+у-251,) 7 1,2, 
证 明 |a, = П (х= zx) . 
18. 令 A 为 nxn 和 窍 阵 ,证 明 : 存 在 一 个 n x n 非 零 的 矩阵 B ,使 得 AB = 0. 
МНХ MIAIT-O0. 
19. А 为 nxn ЖЕ, ЖЕЖ n 维 向 量 ， 


vu 


都 有 4 和 =0, 则 4=0. 证 明之 . 
20. ^ B угхг ЖЕЕ, С 为 r Xn SREE, НЕ(С) = r, uEHH: 
1) Ж BC - 0,9] B = 0; 
2) Ж BC- С, B = Е. 
21. ЕВ: А,В mx n ЖЕ, 则 秩 (4 +В) СА) +Ж(В). 
22. 证 明 ; 若 A = 0, А(Е-А) = Е+А+-- + А 
23. Ж РУЖ EE B) SEA ВЕ 


b 
1) A= Ë | ай—с=\ 
d | 


c | 
1 1 -1 2 2 
2) А = |2 1 ^ 3) А= | 1 -1 | 
1 -1 0 -1 2 1 
1 2 3 4 l 1 1 1 
2 3 1 2 1 1 -1.-1 
4) A= | 5) A= 
1 1 1 -1 1 -1 1 -1 
1 0 -2 -6 1 —1 -1 l 
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1 0 0 0 


2 


-1 
-2 


2 
4 
-3 


0 
0 0 2 1 0 
0 0 0 2 1 


0 2 


3 
3 


11) A 


* 
, 


10) A 


| 


00002 


ims isin $n 


— COS 


;这 里 w 


-3 


2 
_ | 


2 


0 


13) А 


E, 则 А ЯНВ 互 为 逆 和 矩阵 . 


1) WR A 对 称 ( 反 对 称 ), 则 А ШИЖ (МАД); 


25. X А,В Еп MER, wH: E АВ 


26. 证 明 : 
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2) EE Sy X B; BJ Н] 8 БОА] ЖКН ER. 
27. Ж A = (a; ) POS ЕСТ) BABERE :>)(14<))] a; =0, 证 明 : 
1) 两 个 上 上 (下) 三角 短 阵 的 来 积 仍 是 上 (下 = 8668; 
2) 可 逆 的 上 (下 ) 三 角 的 矩阵 的 逆 仍 是 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 . 
28. 设 A,B 分 别 是 nxXm 和 mx X n BREE,AZZO,UuEBB ; 
ДЕ, - АВ| = А" "АЕ, – BA |. 
29. 2 А JnX n ЖЕ, A =1.1Е89: 


а 2 


1) А = [ ,b,, "+, ]; 2) A^ = RA. 


q, 
30. 设 4 为 2x2 和 矩阵 ,证 明 : 若 4 = 0,1222, A^ = 0. 
31. # А пхп F,H A =E, WEH: CAE) F Ж (А-Е)=п. 
32. R А пхп EE, BR. A4“= 有 A 和, 证 明 : 秩 (A 和 4A)+ 秩 (A 一 E)=n. 
33. 设 A,B,C,D пхп 的 矩阵 , 且 |A| 关 0,AC= СА ,证 朋 : 
A 
e n 

34. Wt A XE n X n ЖЕЕ, (А) = .证 明 :存在 一 个 ”xz TAE P Lf 
PAP ' 的 后 n 一 r+ 行 全 为 零 . 

35. ERE A 的 列 ( 行 ) 回 量 组 奉 是 线性 无 关 的 ,就 称 该 怎 阵 为 列 ( 行 ) 满 秩 矩 
阵 . 设 A 是 m X r ЖЕ, ПЕВ: А 是 列 广 秩 逢 阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 m > т 
n] 3t *B [Ж Р, 18 45 

А=Р | 
0 


同样 ,4 为 行 满 秩 矩 阵 的 充分 必要 条 件 为 存在 >x r пн О ,使 得 
A-[E, ,0]Q. 


84.4 习题 答案 与 提示 


=1AD- св! 


6 2 -2 4 0 0 
1.1) АВ= |6 1 0|,ВА= (4 1 J 
8 -1 2 4 3 4 
2 2 -2 
АВ-ВА=|2 0 0|. 
4 -4 -2 
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a+b+c a tbc 2ac + b° 
2) AB=|a+b+c 2ac+b а? +? + с? 


3 atb+c atbtc 


5 


а+ас+с btabtc 2c + a° 
ВА = a+bc+b 2b*b c+ab+b|, 
2а+с*° b+bc+ta ctacta 
AB — BA = (a, );,、;. 
这 里 ац =b-—-ac,ap 7a +b *c-b-ab-c, 
a,,7b^*2ac-a^-2c,a4, 7 b- Ьс, 
а =2ас -2b,a4,7a +Ь°+с°-аЬ-Ь-с, 


— 2 — — 
a, =3-— с —2а,а»„ = с- bc,a,, = b- ac. 


| 2 1 1 (74 4 

2. 1) 310 =|9 4 3|. 
“(0 12 3 3 4 
3 2V /3 -2 

; ИЛЫ 
-4 -2] \4 8 


3) 可 用 数学 归纳 法 证 明 ， 

1 1 /1 n 

| oi -lo i 

4) 可 用 数学 归纳 法 证 明 : 
»" р  -—sin И) _ »" пр  —sin | 


ып ф соз 9 sin no cos no 


1 
5 | (2,3, -1)| - 1| - 0, 
| -1 
1 2 3 -1 
—1|(2,3,-1)= | -2 -3 1 | . 
-1 | -2 -3 1 


6) Aar + 2а, ху + y. t2b,xt2b,vytc. 
1 -1 -1 -1 
-1 1 -1 -1 2 
7) A= ,由 计算 得 A r E, XF А": 
-1 -1 1 -1 
-1 -1 -1 1 
1°. "i n=2k If, A" -2'E; 
‚ 142 · 


2°. 4 я=2Ё+1Н,А"=2” A. 
8) 可 用 数学 归纳 法 证 明 : 


А 1 0 # A" An! Dae 
() А 一 0 A” nA" | 
0 0 A 
0 0 А” 
12311-1 -2 -4 0 0 0 
3 2 4 6||-1 -2 -4i-10 0 0|; 
3 6 9 1 2 4 0 0 0 
1 3 —2 
| 3 一 1 0 2\10 1 -3 7 6 5 
-2 0 1 -4]|3 0 5 -7 -2 -7J' 
2 一 | 4 
1 
(a,,a,,' ‚а„) š 一 а,б; ; 
: = 
b, 
а аур, "а, 
: (Ь,, ,b,) = # 
d, a,b, "t a,b, 
] 2 1 2 З 11112 1 1 9 16 
0 1 2|1 1-1 1 0110 1 2|=|-S$ 5 9 
3 1 1 12 -1)[з3 1 1) (12 26 32 
5 1 3 
4. 1) f(A)=| 80 
—2 1 — 
0 0 
2 А)= | 
x “o= 9 
5. 设 与 4 可 交换 的 任意 矩阵 为 B, 则 
b 
1) s= | |. 
0 a 
1 
ó ya 0 0 
2) В = ai b, Ci 
3 1 1 
> ©: > бу +561 
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a b 0 
3) B= 0 a b 
0 0 a 
6. 提示 : 
a b c d 
B- Оа b c 
0 a b 
0 0 a 


时 ,可 直接 验证 AB = ВА; 
 " AB- BA В, B= (b) RE B t КЖ. 


7. 提示 : 令 
лү cU од, 
В = 
Tal un 
H АВ = BA 得 ах„=ах„, (i,j—-1,2,,n), 
В (а, — a;), = 0, 1124 а.а, (153), х, =0, 从 而 
X1 
В = 
Dun 
8. dn D ERE, 
B, B, 
B= |: ; 


B, - B. 
ABB, n X n; 阶 矩 阵 , 则 由 AB = BA HR aEB,-aEB, (i,j—1,2, 
л), 
(a,—a;)B, =0, 
从 而 , 当 а, за, (i555) BE , В, =0, 所 以 
B, 


9. 提示 : 
1) 由 АЕ,, = E,,A 得 
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О a, … 0 0 0 ... 0 
从 而 ,ay —Qq47'*7a,70,a4,74a57'**—a5, =0, B 34 А51 时 , ap =0,k > 


2) H AE, = E,A, Ù 1) 918216, 
3) НА 与 所 有 nn ЖЕЕ, Д] A 与 五 ,可 换 , 由 五 ,4=4 巨 ,得 
à; = aj (2,7-1,2,:7,n). 
所 以 ,4 EREE. 


10. Bk. 
1 0 0 1 0 1 
п. mas x) B= (, JT NE 
AB = | = A68 BAC. 
E | , 1 2 
12. 提示 :由 A =[#%(B+E) 展开 . 


13. HEHH;:I A= A , 则 А =0, АА =0. 于 是 
а, +а +: +аѓ, =0 (i=1,2,.…,n). 
又 a АЭ (1,3 21,2, п), BEA 
ар = а=: = а, =0 (i=1,2,.…,n). 
从 而 ,A = 0. 
14. Ж. 


15. 提示 :A = (АТА) + (А-А). 
16. 提示 :考虑 4B - BA 的 主 对 角 线 上 元 素 之 和 . 


17. ПЕНЯ: 

ау ау ` Qin 50 5р 3n -1 

[92 ax GQ2n| | ` 52 Š, 

|a; | 一 . . . 一 

Qan An? а nn $5-1 35 523-2 
- 1 

1 1 1 1 л, ri 
-1 

X1 £ X, 1 Tə x 
1 n—2 n-1 -] 

Xi T? x, 1 z, х" 
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= [DG 2. 
18. 提示 :AB —0, B0, ÉEH AX — 0 EERIE. 
(0 
19. 提示 : 取 ” 维 向 量 e = | 1 |(i), 由 As, =0 可 得 a, 一 0, 从 而 ,A =0. 
0 
20. 1) ÆR: Blc) =r, WFR C 的 左上 角 v 阶 子 式 关 0, 再 由 ВС = 0 
得 齐 次 线性 方程 组 | 
Васи t + b,c =0, 


„С, 
dbac tt bu 20, - | 
且 这 个 方程 组 只 有 零 解 .所 以 ,6 = =b. =0 (71,2, 7r), FRE B=0. 
2) 由 1) 可 立 得 . 
21. 提示 : 令 A4=(A41,4,,…,A,),B=(B,,B,,…,B,), 则 
A+B=(A,+B,,A,+B,,…,;A,+8B,). 
22.  лх:Ж Ж(Е-А)(Е+ A t t A* ') 后 即 可 知 . 


1 1 
0 з 了 
d -b 
23. Dal | | 2) А`'= | 0 43 - < 
—4€ a 
2 1 
l 3 73 
2 -6 -26 17 
] -4 -3 
-1 _ 17 $5 20 -13 
3) А`= | 1 -5 -3 4) À `! = 
— 1: 2 -] 
-1 6 4 
4 -1 -5 3 
1 1 1 1 
= 1| 1 -1 -1 
S A poo t 
4'1 -1 1 -1 
1 -1 -1 1 
~ 7 5 12 — 19 
E 3 -2 ,-8 8 
6)A = 
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| 
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O 
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3) X=]: : : : od. 4) X- 
0 0 0 - 1 -1 2 
0 0 0 … 1 2 
25. 提示 :由 АВ=Е 两 边 取 行 列 可 知 ,|A411B|=1, 则 |4 (50, [В 150, 
А,В пру. 
26. 1) 略 . 
2) 证 明 : 由 A= - A 取 行 列 式 得 |4| =1-4 |=(—1)"| А, n Au 
数 时 ,14|1= – [А (ИА | =0. 
27. 提示 :对 于 上 三 角形 矩阵 ,给 出 两 个 一 般 的 上 三 角形 矩阵 ,具体 运算 可 
知 结论 成 立 . 


Nn 一 = 


28. 证 明 、 
а E. 0)\(Е B E. B 
-A Е.) (А Е) |0 AE,-ABJ' 
E B) E °? E, - —BA B 
1 


对 上 两 式 两 边 分 别 取 行列 式 ,那么 ,由 第 一 式 可 得 


E, В | 
= |АЕ,- AB |; 


A E, 
由 第 二 式 可 得 | 
Е„ В | 1 | | 
= AE, | | E. - Тва | =a" " |AE,, - BAI. 
A AE, À 
由 此 可 知 结论 成 立 . 


29. 1) 见 例 23. 

2) 提示 :由 A? = АА ХЭ Uq 4 E EE THE ,将 中 间 两 个 结合 . 

30. 提示 : 仿 26 题 . 

31. 提示 :由 ASEMA IJ MCA) =n, X. 

Ж(А+Е)+Ж(А-Е)>Ж(А+Е+А-Е)=Ж(А)=п, 
H(A + E)(A- E) - 0, 1 
(А+ E) + #(А — E) &n. 

总 之 Ж(А+Е)+Ж (А-Е)=л. 

32. 提示 : 仿 29 ER. 

33. 提示 :因为 
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Е 0 /A B\ 
K: Bip p) 

取 行 列 式 便 可 知 结 论 成 立 . 
34. 证 明 : 因 秩 (4)=”, 则 有 ?2 KSEE P,Q ,使 得 


А В | 
0 D-CA Bj 


РАО = Е | 
0 0j 
fil PA = » | т! 
"lo oe 
E. 0] ` 
所 以 РАР! | lo P! 
0 0 


由 此 知 РАР 的 后 n-r fj. 

35. 证 明 ; 充 分 性 易 知 , 仅 证 必要 性 . 

Ў A 为 m Xr BIRER, ШЕ(А) = ,不 妨 设 А 的 左上 和 角 > 阶 块 矩阵 
可 逆 ,这样 ,存在 m ИЖ  Р,,{ 45 


s 
Р,А 
В, 
E, 0 | в! 0 0 IM М 
P.A = = 
-B, Е,.,) 10 E.-, В, Е„-,)\В, 0 
Е, о |l(B; 0 ü 
< Р = Р, , 
-B, E, 0 E, 
| Е. 
则 有 TOM 


Mj A 为 行 满 秩 时 ,可 仿 上 进行 证 明 . 
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第 五 章 — 次 型 


$51 基本 知识 


一 、 二 次 型 及 其 矩阵 
1. 设 PP 是 一 个 数 域 , 系 数 在 PP 中 的 x ,zx,,…,X, 的 二 次 齐 次 多 项 式 


fn ух; z )= anmi + 2а жү, t t2a,,2 Z, + aw 7X2 + T2a, En + + аыл, 
称 为 数 域 P Еп 元 二 次 型 ,简称 二 次 型 

2. 每 个 二 次 型 f(z ,za ，…，Z， AEI NE CAESUS 

| f(íxi1,x3,7,x,)^ X АХ, 

其 中 X= (zi ,… ,ZX,) A УЖ ВЕ, RAZ AUS f BERE, А 的 秩 称 为 了 的 
Ék. | 

3. 对 称 和 矩阵 的 合同 关系 : 

设 4 УВ 是 数 域 P 上 的 两 个 ”级 方 阵 , 如 果 有 P 上 的 可 逆 矩 阵 C ,使 得 

| B = С АС, 

ДУ В 与 4 是 合同 的 . 

矩阵 的 合同 关系 具有 有 反映 性 ,对 称 性 及 传递 性 .并 且 两 个 合同 的 矩阵 有 相同 
的 秩 , 因 而 有 相同 的 可 逆 性 . 

二 次 型 经 过 非 退 化 线性 蔡 换 后 ,所 得 到 的 二 次 型 的 矩阵 与 原 二 次 型 的 抢 阵 
是 合同 的 . 

二 、 用 非 退 化 线性 蔡 换 化 二 次 型 为 标准 形 


1. 数 域 P 上 任意 一 个 二 次 型 都 可 以 经 过 非 退化 的 线性 蔡 换 化 成 标准 形 
diyi + diyi + + d,y,, 
其 中 非 零 系 数 的 个 数 等 于 该 二 次 型 的 秩 . 
2. 在 数 域 P 上 ,任意 一 个 对 称 抢 阵 都 合同 于 一 个 对 角 和 抢 阵 . 


三 、 规 范 形 


1. 任意 一 个 复 系数 的 二 次 型 ,经 过 一 适当 的 非 退 化 线性 替换 可 以 变 成 规范 
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形 
уу Жу; t +y, 

Н.Ж ЫЛ. X ME— H3. 

2. WT ЖОМ) ЖК PET |p] Н) ЛЖ ЕЕ ЕТЈЕН ЗЕ. 

3. (惯性 定理 ) 任 意 一 个 实数 域 上 的 二 次 型 都 可 以 经 实 系数 非 退 化 线性 替 
换 化 成 规范 形 

Yt ур урар xy 

4. 在 实 二 次 型 flr rsr ) 的 规范 形 中 ,正平 方 项 的 个 数 p 称 为 
f(x, ту, z, ) 的 正 惯性 指数 ; 负 平方 项 的 个 数 = рї WO fn zs x.) 
的 负 惯 性 指数 ;它们 的 差 P (r — b) =2p-r FRA fx, , T>, "°° T IAE 32. 

S. 两 个 ”元 实 二 次 型 可 通过 实 非 退化 线性 蔡 换 互 化 的 充 要 条 件 是 ,二 者 有 
相同 的 秩 和 符号 差 . 

两 个 ”级 实 对 称 符 阵 在 实数 域 上 合同 的 充 要 条 件 是 ,二 者 有 相同 的 秩 和 符 
导 差 ( 实 对 称 和 矩阵 A 的 符号 差 即 指 二 次 型 和 AX 的 符号 差 ). 


四 、 正 定 二 次 型 


1. 实 二 次 型 f(x ,zx,，… ,Xx,) = X AXCA 为 实 对 称 和 矩阵 ) ,如 果 对 任意 一 
组 不 全 为 零 的 实数 c, ,c,，…,c 均 有 f(c,,…,c)>0. 此 时 称 f 为 正定 二 次 型 ， 
A 为 正定 矩阵 ; | 

如 果 f(ci,u c. )220, К f 与 4 为 半 正 定 的 ; 

ШЖ f(c,,…,c,)<0, 则 称 f 5 A 为 负 定 的 ; 

如 果 (с, с) EO, PIER 了 与 4 为 半 负 定 的 . 

2. ШЕЖЕ ЭНЕ 

设 A 是 一 个 ЗЕ ВЕ, ЦЕ ВЕЕ A 为 正定 矩阵 的 充 要 条 


1) A 的 特征 值 都 大 于 零 ; 
2) A 的 顺序 主子 式 都 大 于 零 ; 
3) FENE С, А = CC; 
4) A 的 所 有 主子 式 大 于 零 ; 
5) A 与 单位 矩阵 EE 合同 ; 
6) A 的 正 惯性 指数 为 n. 
3. d XE LIEGE AR PE RIDES TE Sg HE AR IE 
1) A F IEXERS EE ; 
2) A 的 所 有 主子 式 之 0; 
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3) A 的 所 有 i 级 主子 式 之 和 之 0; 

4) A 的 正 惯 性 指数 请 = ~>= 秩 (4)( 或 负 惯性 指数 为 0); 
E, 0 
о 0 
6) 存在 实 和 矩阵 P 了 ,使 A= РР,#(Р) = (А); 
7) A 的 特征 值 之 0; 

8) 存在 半 正 定 阵 B, 使 A4= B (k 是 正 整数 ). 


五 、 对 称 和 矩阵 的 标准 形 


1. n 级 实数 矩阵 4 RAELE, IR A A= Е; 

2. i A 是 实 对 称 窍 阵 , 则 À 的 特征 根 皆 为 实数 ; 

3. it A 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 R° 中 属于 4 的 不 同 特征 值 的 特征 回 量 正 交 ; 

4. 对 于 任意 一 个 n 阶 实 对 称 和 矩阵 A ,都 存在 一 个 n. KEZE Т, fe 


> 
3 


5) 4 合同 于 | 


Т'АТ= ТАТ 成 对 角形 ; 


S. 任意 一 个 实 二 次 型 


ы: " 
> У; atx; (а. =а;) 


і=1 j=l 


都 可 以 经 过 正 交 的 线性 替换 变 成 平方 和 


Ayi + Ау; t ЖА„у,, 


其 中 平方 项 的 系数 4, ,4,,… 24, 就 是 矩阵 A 的 特征 多 项 式 全 部 的 根 . 


$5.2 Ü kË 
例 1 用 非 退化 线性 替换 ,化 下 面 实 二 次 型 为 标准 形 , 并 写 出 非 退 化 线性 替 


2 2 
f(x, ‚ж»,ху)=2х\ +425, х, -áx,x,tt5xj 78r z, T <s. 


f 解法 1 BOE. 


| 2 
f(x, 34,24) 72|a1 t2x (4 7 zs) + (z, — z; y] E: -2 ir + EJ | 


2 
жут} =2( ta a) +3[z,- 32] ta 


3 3 


y, = z tx, 7з, 
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则 有 flairar) =2у} +3у1 + T y. 


B 1 
1 1 3 
T 3 Е | C = 0 1 2 |. 
| 3 
0 0 1 


由 于 |1C| 和 0, 因 此 所 作 的 线性 替换 是 非 退 化 的 . 
解法 2 初等 变换 法 . 


2 2 -2 
f(x, ,x4,2x4) HAB BEEN 2 5 一 4 , 作 初 等 变换 
-2 -4 5 
22-2100] (20 0:1 00 {1 00 
2 5 -40 100 3 -2:-1102905 09171 10 
(2-4 5 - x 5:1 2 
2-450010 lo -2 311 oa 002 5 $1 
1 
1 -1 + 
因此 c= , 2| 
3 
0 0 1 


即 经 非 退 化 线性 替换 X = CY 有 | 
fons n) =2 +51 + Š 2. 
解法 3 EZKE. — | 
А—2 — 2 2 
—2 A-S 4 
2 4  A-5 

得 A 的 特征 值 为 1( 二 重 ) 与 10. 
1) 对 于 4=1, 求 解 齐 次 线性 方程 组 (E - A)X=0, 得 到 两 个 线性 无 关 的 特 

征 向 量 : 


HIE 1АЕ-А|= = (A - 1)* (a - 10) - 0, 


| 0, =(-2,1,0) ,@, = (2,0,1). 


先 正 交 化 ; 
В,=@,=(—2,1,0), 
В. = а -ESSB = (2.0.17. 40-2,1.0= (2,41), 
` 2 (Bs p) 5 53 5 

再 单位 化 : 


2 


Иг: 34/5 
пт | 1 ттр. = — 
ТВ, 75 ТВ, Т n 
0 348 
2) 对 于 X= 10 RENKER ВЯ (10Е- A) X = 0,18 — ERE RS] B: 
12 2 
a,-(1,22, -2) ,有 m = aa 33-73] 
.2 2 1 
- 3 | 
% T = J 55 3 , 则 有 TAT-|0 1 0 |, 即 经 正 交 线性 替换 
| 0 0 10] 
0 > 2.2 mE 
345 3] 
X- TY 得 


f(x; ,x,,2,)— yi + у; + 1055. 
点 评 ”利用 非 退化 线性 替换 化 二 次 型 为 标准 形 常用 的 有 三 种 方法 : 
方法 1( 配 方法 ). 即 将 变量 x, ,x;,… ,zx, 逐个 配 成 完全 平方 形式 .为 了 能 配 
方 ,在 二 次 型 没有 平方 项 时 , 先 变换 出 平方 项 ,再 进行 配方 . 
方法 2( 初 等 变换 法 ) .用 非 退 化 线性 替换 x = CY 化 实 二 次 型 为 标准 形 . 具 
体 步骤 是 : 先 求 出 f КОЕШ А ,再 作 如 下 所 示 初 等 变换 
对 A 作成 对 的 初等 行 . 列 变换 
对 E 只 和 作 初等 行 变换 
当 子 块 A 化 为 对 角 和 矩阵 D 时 , 子 块 E 也 相应 地 化 为 C ,并 有 C'AC- D. 
方法 3( 正 交替 换 法 ). 先 写 出 二 次 型 的 矩阵 А, ИПЕЗЖ Х = TY 将 4 
对 角 化 ,从 而 | 


(А|Е) (D| C'). 


B А, 0 
 T'AT= 
0 \, 
其 中 A.G; =1,2,::: , n) AIRA kB BE B) POUR Re EG. ВП fait z.) = Ауу 


+ À; y> + “十 A „У» 
Y: 用 非 退 化 线性 替换 化 二 次 型 为 标准 形 除 以 上 常用 的 三 种 方法 外 还 有 人 
导数 法 和 雅 可 比 法 . 
|. 二 次 型 化 标准 形 的 偏 导 数 方法 . 
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此 方法 与 配方 法 实质 上 是 相同 的 ,但 不 需要 赁 观察 去 配方 ,而 是 按 下 列 固定 
程序 进行 . 


1) W f(r,,z,,"" z, ) = > >a, xr f au 天 0, 求 出 А = 5 334 , DJ 


i=l j= 


f= G, ) + Q ,其 中 Q 已 不 含 变量 +, ,继续 对 Q 进行 类 似 计算 ,直至 都 本 成 
平方 项 为 止 


2) 设 flean) = У W IX; Жа. =0,:=1,2, ‚ Ij 
=] j= 
à,5 750 ,2K HH 
_ 19] _ 19] 
i ^7 ET 


n fx tfhY-GOi- f!1* QEIP Q BARS, nM Q 继续 进行 


上 述 计 算 . 若 Q 中 含有 平方 项 , 则 可 按 1) 中 方法 进行 
例 2 用 偏 导 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 : 
1) f(x, ,zx £3) =2х1 + 3 + 5 xš t4áx,r,—-ÓÀx x4—92x,24; 


2) f(x, 2 23) = x, x, + xz X4 + Ti T3. 


解 1) 求 出 f, = 24 *t2x,-—2x,,; 


W Саад) = fi) + Qo Qn +22, 722) + т} +325 4727 


=2(х, + т, — хз)? + х? + 3.55 -45, £3. 


再 求 出 Q, = F247) = т›-2л, 
Ш Q= (Q, + 42 (20-223) - zd. 
422 
yi = x, t X27 T3, T, = Yi T y2 Уз, 
今 n =+, -2x;, я 
Уз 7 Хз, X37 Y3,» 


可 将 二 次 型 化 为 标准 形 fn xin) 7238 X - у. 
2) 这 时 /中 没有 平方 项 ,而 a, = 5:70, MUB 2) 的 方法 求 出 


1 
791 > Á + х3), 

1 3 1 
h= = уба t хз) 
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则 f(z1 ,riz3) = 本 зат ОЛ + Л) _(Л-— 户 ) 1+ Q 


_ 1 1 
Sgi tz; t2z;) + (Tr) xz2 
| _ 1 1 
yi z + x +253, kala 9 У2 Уз» 
RAIET xz tm, Bp 1 i 


Уз T Хз, 
可 将 原 二 次 型 化 为 标准 形 
f(z1sz2173)= yl - dX - у. 
Каана КОЖ BOR HAM BER GE BE, 
设 在 二 次 型 F( zi ,za，…，z,)= > > ax, 中 ， 


üu a 12 
À, = an, A; = m 7 % * 
aG, “da, 
а у a 12 Ai n-i] 
_ G^ а 22 Q5 n-1 
A,_i m . 
Gy,»-1,.1 G,-1,2 "t G,-1, п-1 


者 不 等 于 零 , 则 二 次 型 必 可 经 非 退 化 线性 替换 化 为 下 面 只 含 平方 项 的 形式 


А А, 
Ауу ty toee + ly „ба go 
1.71 Á 2 A, . Ya- 1 4, . Ys 


Из 化 二 次 型 f(z i ,z,, z3) = х; — 8z? – 255 +2510; — Bz xr, 为 标 
"JE . 
解 ” 二 次 型 的 矩阵 为 


1 一 1 

А=|-1 -8 -4 

1 —4 0 

| 1 — 1 
A-bAC|. A,-|A|- 
故 标 准 形 为 
А A 
Д\хү,х;,ж;)= Дуур+ 22у t yi = y 092. 

À, А, 
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义 右 二 次 型 f(z ,zy ,ZX,)= > > аха Ф, 


i=1 j=l 


Gi an 
А,=а,,А,= 
а ау» 
йк а 12 е Q1,5-1 шу ар а}, 
A = da? 422 UT 22,771 | А = C21 аз "'' а;, 
43-11 а -1,2 n Qn-1,n-1 а „1 а „2 UT Q an 
全 不 为 零 , 则 二 次 型 必 有 下 面 平方 和 的 形式 
1 2 А, 2 A, 1 2 
— j LL ed "1 
A, At A, Jn 
例 4 化 二 次 型 f(T 223, ) = Ly Ean әх, о, ИЕ 
解 ” 作 非 退 化 线性 替换 
Li y, T yos» 
La T ya t yaa-1? 
х, = y, + y, + , 
ú | (1) 
Enti — Y, Ynr+19 
Жз„-1 7 Y2 7 Y2a-15» 
Lin — Yi Уз, 5 
ДІ Гбх) = ур + +y уре у. (2) 
因为 线性 替换 (1) 的 系数 行列 式 为 2n 级 行列 式 
1 1 
1 1 
= (一 2)" 关 0， 
1 -1 
1 一 二 


故 (1) 是 非 退 化 的 ,从 而 (2) 是 所 求 的 标准 形 . 
AF 这 是 含 22 个 文字 的 二 次 型 . 
本 例 中 二 次 型 f(z; ,x，，… ,zz2, ) 的 特点 是 由 x 个 乘积 项 构成 ,而 每 个 文字 
在 而 且 仅 在 一 个 乘积 项 中 出 现 .这 就 可 以 通过 线性 替换 把 每 一 个 乘积 项 都 化 为 
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平方 差 的 形式 .从 而 使 F(zi, zz，…zi) 成 为 标准 形 . 
5 j / 3 — KN HA n 维 实 向 量 X, , X, 使 
f(X,)>0,f(X,)<0. 
WEH 1 ТЕЗЕ n "E X, 20, f(X,)=0. 
WA KOKE У(Х) У >, 正 惯性 指数 为 p ,人 负 惯 性 指数 为 q ,经 非 
退化 线性 替换 可 化 为 规范 形 : 
Д= у, + ур ура yp (r=p+q),X=CY. 
E р<а, Ф y =y LRR y 50, Yo = (1,0,0,0, 1,0,1,0), 0 X, = 
CY, 天 0. 
而 f(X,) 70. 
当 p>g 或 p=g 时, 同 理 可 得 f(X,)-0,H X,70. 
例 6 Ut A Jn 阶 实 对 称 方 阵 , 证 明 ; 存 在 正 实数 c ,对 任意 实 п 维 列 向 量 
a 都 有 
|а Аа сеа. 
ШЕ 证 法 1 бА = (а, ), а = (а,,а,,`а,) ,并 令 
а = maxi PB lali, 


WA |а, | La; |< Ca a) , 故 可 得 


«AI | >) 2 aaa, |< >) >>! е Та 1 1,1 
ала $ E Latte) 


= an > a= cw a, 
其 中 c — an. 
证 法 2 已 知 4 为 实 对 称 方 阵 , 所 以 存在 正 交 方 阵 U fib 
А, 
4, 
U'AU = | ; (1) 
| N 
其 中 4, ,4,,… ,4, 为 4 的 全 部 特征 值 , 旦 均 为 实数 . 
线性 方程 组 UX = a ЋЕ, X= n= (51 ,5,,，… ,5b,) ,于 是 有 


Un=@, 或 n=U'a. (2) 
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由 (1)、(2) 得 
а Аа | = |(Um)A(Un)]| = 17 (U'AU)n| 
= [А bi tà, b, + + А,Б Senn 
=c(Ua)(Ua)= caa, 
其 中 с = тах! là l, 1А 1," , 1А, | 
点 评 在 证 法 1 中 并 未 用 到 А 是 对 称 和 矩阵 ,而 是 利用 公式 rz; + zi 之 2| x; | ° 
| т, | 进行 变换 的 .证 法 2 则 是 利用 定理 :对 于 任意 一 个 n 级 实 对 称 矩 阵 A ,都 在 
在 一 个 п ЕЖЕТ, T'AT= T AT 成 对 角形 进行 证 明 的 . 
例 7 已 知 二 次 型 f(x,x),7X3)=Sx:+5x?+cers - 2r,x, + 6z r- 
6x,x4 的 秩 为 2. 
1) 求 参 数 c 及 此 二 次 型 对 应 矩阵 的 特征 值 ; 
2) 指出 方程 f(x, , x, ,x;)=1 表示 何 种 二 次 曲面 
解 1) 此 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 | 


5 -1 3 
A-|-1 5 -3|, 
3 -3 c. | 
因 秩 (4A)=2, 故 141=0. 由 此 解 得 c=3, 易 验证 ,此 时 4 的 秩 的 确 为 2. 进 而 由 
A-5 1 -3 
|ДЕ-А|=| 1 А-5 3 |=А(4-—-4)(4А-9)=0 
С 1-3 3 A-3 x 


得 特征 值 为 1; 70,2, 24,2, 79. 1 

2) H A 的 特征 值 知 , f(x1, 25,2.) 7 1, 可 经 过 适当 的 非 退 化 线性 替换 化 
为 4y2+9y3=1, 而 且 经 过 非 退化 线性 替换 并 不 改变 空间 曲面 的 类 型 ,可 见 这 是 
椭圆 柱 面 . 

AF ”二 次 型 的 秩 为 2 是 指 二 次 型 对 应 矩阵 4 的 秩 为 2, 从 而 有 |4 = 
由 此 可 求 出 参数 c. A 的 非 零 特征 值 的 个 数 及 其 正 负 号 决定 了 二 ШЕЛЕР. 
从 而 决定 了 方程 f(x ,z,;,z;)=1 表示 何 种 二 次 曲面 . 

例 8 设 有 实 二 次 型 


27 $ 
f(x 2) х, ) = > (aa Tit a Ty + + ах, ). 
EET | 


“证明: F(z,z ,…,Z) 的 秩 等 于 矩阵 


ау, ар "а, 
G, ар "" а, 


à, а.э "tt A sn 


А = 
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的 秩 . 
ut BH 证 法 1 Ж оу=аалдту++аьх„,1=1,2,°©°,5. 
Tı 


= À 


BPC ysy) = (z, z. )A , 


+, 


5 5 
BC f(x, s En) = > (аах, + +a,z,) = > x: 
i=1 і= 1 


У 


= (yy) —-[(x;,".x,)A' JA 


H 
н 


因为 (44) =-А А, АА 为 对 称 和 矩阵 , 则 A'A DS LXI f(x, onn ) 的 
矩阵 ,所 以 只 需 证 秩 (44)= 秩 (4). 欲 证 此 ,只 要 证 齐 次 线性 方程 组 AX = 05 
44X=0 同 解 ,事实 上 , 共 AX =0, 显然 有 А 4X=0, 反 之 若 (44)X=0, 则 
X (A'A)X-0.BI(AX) (АХ)=0,% AX = (b, "5, 5) , (АХ) (AX)=0, 
В) AX —0. 

所 以 (4 4)X=0 与 AX = 0I] # Bl f А rh ЛИ In] Et BJ 4 CR S. Вр + — Ж 
(АА) 7 n - CA). IARAA) = # (A). 

证 法 2 WECA)-r,Wfrfk3:up3isBEE P ,Q ,使 


Ys 


=X (A'A)X, R'bx- 


| E 0| |. [E 0 E, O| 
P — r , 一- — 1 r , / + r =] d 
AQ ^ И АССР p ' RQA ^ ИС PE 
“AA __ » QR » N (1) 
СААС Ó lo 9) 


B3ERI(P P REEERE, nr i 


| | B, С 
(РУР! = | | 
р М 


| B, 0 
其 中 1B,| >0. 代 入 (1) 式 ,得 QAA40Q = W N , 即 ОА АО ЖАУ. XA Q 


是 可 逆 和 矩阵 , 故 秩 (44)= 秩 (0O44O)=r= 秩 (4). 于 是 ,二 次 型 三 的 秩 等 于 
Ж А 的 秩 . 
点 评 证 法 1 的 思路 是 求 所 给 二 次 型 f(x. x, ) WE EE K JE EE У 
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中 矩阵 A =(a,)., АЭС, üJ $k 48. — IK ЖШ ЕУ АА, ВТЕ $E IV, IQ UE HH А А 
Ж А 等 秩 , 又 转化 为 证 齐 次 线性 方程 组 (44) 居 =0 与 AX = 091. 


[Е 0 
证 法 2 是 用 定理 :车 秩 (4) = r MEETEER Р, Q 使 PAQ= | P il 


然后 根据 和 矩阵 及 正定 矩阵 的 知识 进行 证 明 的 . 

例 9 flr rer = Kt teet É Éa e E’ RP LGS 
1,2, =, 5 * t) Æ ху, x2, co ri 的 实 系 数 一 次 齐 次 式 . 证 明 实 二 次 型 
#(жу,х» zh) 的 正 惯 性 指数 ps, НИЗ qr. 

ШЕ Ut / = алх, +а х +: +а,х,,і=1,2,5,5+1.00 fri msn 
r, ) 可 经 适当 的 非 退化 线性 替换 了 = CX ,(sk X = C ”YY) 化 成 规范 形 

(жуздо) = ужу ty, Ypa 777 7 prar 
其 中 p.a 分别 为 f(z), xz，…,z,) 的 正 、 负 惯性 指数 ,C = Cc) E REESE n 
MERE. TEA 


, 


[1 + ++ + {* ш T" оет Di = yi е + y; - Ур 一 yp+9， | (1) 
考虑 齐 次 线性 方程 组 


aiti + 41 T teet Q 1,0, -0, 


1.1271 + а, X3 teet а nTn =0, 


(2) 


Съ+1,1 T1 + Cp+1,2 2 + + + Cp 1, nn =0, 


| Cap X, + 0,3234 ++ eux, 70. 
车 p>>s, 则 (2) 的 方程 个 数 =s+(n р) < п, n 等 于 (2) 中 未 知 量 的 个 数 , 于 
是 齐 次 线性 方程 组 (2) 有 非 零 解 (al ,a;,,…,a,), 代 人 (1) 式 ,由 


I =L =. =L=, yp == y, = 0, 
得 到 -Pamen n y tety, 
从 而 0 
这 说 明 
CH 《12 C1 а, ' 
C21 622 C) a| |O 
. = , 
Ca Co 77 Cum? la, 0 


故 方程 组 CX 0 有 非 零 解 ,从 而 |1C|=0, 这 与 和 =CY > EF BË db Zk 7 
B.B р<з. 
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H qst. | 
点 评 ”本 例 的 证 法 是 反 证 法 ,关键 是 组 成 齐 次 线性 方程 组 (2) 的 前 s 个 方程 
是 由 1, =0, 1, =0,…，,!,=0 得 来 的 ,后 ?2- 户 个 方程 是 由 ww， =0,…,y =0 得 
来 的 .这 样 的 方程 组 在 р s 时 有 非 零 解 (a, ,a,,…,a,). 利 用 а, ,GQ2，"… ,不 
全 为 等 可 以 导出 C 为 退化 矩阵 ,产生 矛盾 .从 而 证 得 pss. 
例 10 判定 下 列 实 二 次 型 是 否 正定 : 
(ziyzyza)=2z1+Szz+Szi+4217 -4x x3- BT, T3. 


解 解法 1 因 f(x, ,z, , z; WERN 


2 2 – 2 
A=|2 5 E 
l-2 -4 5 
à-2 -2 2 
АЕ-А|= | -2 А-5 4 |=(A-1(A-10. 


2 4 A-5 
于 是 A 的 特征 值 1=1,1,10 全 为 正 实数 ,故此 二 次 型 是 正定 的 . 
解法 2 D A 的 顺序 主子 式 


2 2 -2 
2 S -4 
-2 —4 5 


2 2 
21=2>0, | 2 =6>0, |A| = =10>0, 


故此 二 次 型 是 正定 的 . | 
#11 BA n ЖСК flr, z,e, z.) = (z, + a,z,) + (x; + 
asz) ++ (x, +а, .r,) + (x, t axi) , Р а, (i=1,2, n) AEH. 
试问 : 当 cl ,ay，，……，,a， 满足 何 种 条 件 时 ,二 次 型 f(x ,x;,… с) ЖЕЕ 
型 ? 
解 ” 因 对 于 任意 实 X= (zz ，… ,xX, ) 关 0, 二 次 型 
f(xi, Ts, z, ) Z0, 
故 二 次 型 f(z , x， ，… х, ) 是 正定 的 充 要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 
r,ta,2,70, 
xı +ћа, хз =Ù, (1) 
r,ta,x,70 


FUA 2E f .方程 组 (1) 只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 其 系数 矩阵 的 行列 式 不 等 于 零 , 即 


` 162 ` 


0 1 a, 0 

D =l: P o: |: |40, 
0 0 0 1 Qi 
a 0 0 0 1 


将 D, 按 第 1 列 展开 得 D, =1+(-1) aas a, 0. E251 (71) ""' a4, 
sq, 750 时 ,二 次 型 fz ,zZ,, yz) 是 正定 的 ， 
例 12 证 明 ; 对 任意 正定 矩阵 4 及 任意 矩阵 G FUB PR(CG) = (САС). 
证 明 НА ЕЖ, P ff ТЕН ИЖ E Q #E< OA = Q Q, MII] #k& ( G” АС) = 
Ë (G Q QG)=#k[(QG) QOG], K (QG)QG]= fK(QG), X Q n , T Ж 
(ОС) = (С). 
例 13 证 明 : 与 反对 称 和 矩阵 合同 的 矩阵 也 是 反对 称 和 矩阵 . 
证 了 明 设 B 为 反对 称 和 矩阵 , 则 В =-В.ШЖ P AIXE, P ВР = D , Wil 
р'=Р'В'Р = – Р'ВР = – D. 
D ЖБ КНЕ. 
14 Ut A AIEXEARR EE, B ЗЕ Б РКЕ EE WEB SEXCB'AB) ABUS. 
uEBH 设 B BEES r, HF Bn Е Ff 


fu ^ fw 

кв- | f. 

0 0 

Ü 0 

N FBF 为 反对 称 和 矩阵 ,于 是 

е 

ЕВЕ = 

0 0 


F, 为 7r 级 反对 称 矩 阵 , 且 | F, 1260, EH T # f SER n] 3 ROS PRAB BE ,于 
是 r 为 偶数 , 故 秩 (B) 为 偶数 . 
例 15 it A ут 级 实 对 称 正定 矩阵 ,B 为 m X n XERE, ШЕВ: BAB 为 正 
XE AB PE B] 35 Se SR VEU PX CB) = п. | 
WEBB 必要 性 . 设 В АВ 为 正定 和 矩阵, 则 对 任意 的 实 n ЕЗЙ IRL EE X 770,78 
X (BAB)X>0, 即 (BX)A(BX)>0. 于 是 , BX 关 0. 因 此 BX = 0 FUÉ * f# , J. 
ШЕ: (В) =н. 
充分 性 . 因 (B 4B) = B'AB- В'АВ, їх В AB 为 实 对 称 和 矩阵 . 若 秩 
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(В) = п, ШКА ЕТУ ВАН BX —0 只 有 零 解 ,从 而 对 任意 实 n ҖЕ ЭЭ] E X70, 
有 BX=0. X A 为 正定 矩阵 ,所 以 对 于 BXZ048(BX)A(BX)>0. ЕЕ 74 x= 
О, Х (ВАВ) Х>0, В'АВ 为 正定 矩阵 . 

AF H BAB 为 抽象 矩阵 ,判定 其 正定 性 ,无 法 由 顺序 主子 式 全 大 于 零 得 
到 绍 论 .这 类 问题 一 般 要 从 定义 ( 即 对 应 的 二 次 型 为 正定 二 次 型 ) 和 其 特征 值 全 
大 于 零 这 两 方面 去 分 析 ,而 求 特征 值 要 求知 道 抽象 矩阵 满足 一 定 的 矩阵 关系 式 ， 
本 题 无 此 类 条 件 , 故 证 本 题 只 能 用 定义 法 . 

例 16 设 4 为 ”级 实 对 称 和 矩阵 ,其 特征 值 全 大 于 常数 < ,证明 : 当 ¿<a HT, 
二 次 型 f= X (A - E) X 是 正定 二 次 型 . 

证 明 # A 的 特征 值 为 %, ,X,,… ,4, . 因 А 是 实 对 称 和 矩阵 , 故 必 存 在 正 交 
ABE P ,使 | 

А, 0 


P 'АР = | = В. 


0 À, 
对 于 任意 非 零 向 量 X=(x,,z,," z.) 5 Y- P X, R'PY- yo, 
y) ‚ДШ X= PY. IEB, 
f -X (A- IE)X- YP'(A- tE)PY- ҮР '(A – :Е)РҮ 
= Y (Р AP-:P ' EP) Y 
= Y'(B —- tE)Y 
À, — Í () 


À, — t 


Ü À, — t 
-(A,-t)yl t (А, =) у ++ (À, Oy, 

H А, >ali=1,2, п), ta W à; - t»50,(i 91,2," n), FÆ f 正定 . 

点 评 本题 是 用 正定 二 次 型 的 定义 证 明 的 . 若 对 于 任意 非 零 向 量 Х=(х,, 

…,X,)】, 均 有 = X(A-¿E)X>0, f IEE. 

017 设 4,B 为 实 对 称 阵 , 且 B 为 正定 的 ,大 BA 的 特征 值 均 大 于 夫 ， 证 
BH: A 为 正定 矩阵 . 

证 了 明 证 法 1 [ЯВ 为 正定 的 , 故 存 在 正定 矩阵 S$, 使 B= S° ОШ S”! BAS 
= & !S2AS= SAS = S'AS.S ! BAS 5 BA 的 特征 值 相同 ,因而 SB4S 的 特 
征 值 全 为 正 的 , 故 SAS 的 特征 值 全 为 正 的 ,因而 正定 FE A 为 正定 的 . 

证 法 2 因 B 正定 , 故 B ' 正 定 , 所 以 存在 可 逆 阵 P ,使 
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PB'P-E,PAP- ^з 
| А, 
W| aE- P'AP | = |] àP’ B` P-PAP|=0, 于 是 i114.B - Al 0, M if 
IAE - ВА | -0.2,; X BA 的 特征 值 ,而 4, >0, 所 以 
А 
_ À; - 
A-(P)" . P 
А, 
为 正定 的 . | 

点 评 ”证 法 1 是 利用 若 吾 正定 , 则 存在 正定 阵 $, 使 吾 =8S , P, НИЖЕ 
有 相同 的 特征 值 进 行 证 明 的 ;证 法 2 是 利用 春 B 正定 , 则 B ”正定 , 且 正 定 矩 阵 
与 单位 矩阵 E 合同 等 性 质 进行 证 明 的 . 

例 18 设 A,B JJ n 级 正定 和 矩阵. 证明; AB 的 特征 值 均 大 于 零 . 

证 明 证 法 1 НА ІЕЕ, ТЕ АРЕ Р, РАР -= Е, B 正定 , 则 
Р B(P ) 正定 , 故 有 

P 'B(P 1 =EP'B(P )-P'APP'!B(P^) 
= Р'АВ(Р') . 
BU AB 相似 于 正定 阵 P 'B(P Y ,AB 的 特征 值 均 大 于 零 . | 

证 法 2 因 4, 如 均 正 定 , 故 存在 正定 矩阵 C,D, 使 4=C' ,B= р?,АВ = 
C D’, FÆ С `` АВС = C 'CCDDC = CDDC = (DC) ЮС, AB 与 (DC) DC 
J.W (DC) РС 正定 (C 正定 ,D 正定 ,DC n] 3E) , d AB 的 特征 值 均 大 于 零 . 

证 法 3 因 B 正定 , 故 存在 正定 矩阵 C, 使 B=C ,于 是 

АВ = AC = С! CACC = C `! C'ACC. 
即 AB 5E C'AC 相似 ,而 4 正定 ,所 以 C’AC 1Е URP AE EUIS ACT E, AHE 
阵 有 相同 的 特征 值 , 若 AB 的 特征 值 大 于 零 . 

证 法 4 БАЖАВ 的 任意 特征 值 , 则 |2E – ABI 20.2: 4-0, | ABI = 
IAIIBI 20,5 А,В 均 为 正定 阵子 盾 , 故 A750, 4: A= —- <0, | — EE — AB | 
-|-AllkA * B| -0, МУ A 正定 , 故 | ~ А 150, РАА Bl = 0, fü 
kA '"UIEXE, B IEXE ,/H (kA * B) 正 定 , 于 是 |kA + BI >0, 与 | kA '+В|=0 
了 矛盾 . 故 1 不 能 小 于 零 , 故 AB 的 特征 值 只 能 大 于 零 . 

证 法 5 ika AAB 的 任意 特征 值 ,XX JJ AB ЮА ҒА 的 特征 向 量 , 则 ABX 
=АХ,ВХ = AA '!X, W8 X BX=XX’A 'XX. 因 A 和 正定 ,所 以 和 4 正定 ,有 
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XA X IE,X B 正定 , 故 X BX IEXE, XA ХЯХВХ 均 为 正 实数 , 故 得 
A>0, 所 以 AB 的 特征 值 均 大 于 零 . 

点 评 ”注意 ALB 均 为 n 级 正定 阵 , АВ 的 特征 值 均 大 于 零 ,但 АВ 不 一 定 
是 对 称 阵 , 故 所 证 明 的 命题 与 “ 若 4,B 均 正定 , 则 AB 正定 的 充 要 条 件 是 AB = 
BA 并 不 相同 .这 里 只 需 证 明 АВ 的 特征 值 均 大 于 零 即 可 .证 法 1 工 的 思路 是 若 A 
正定 , 则 А 与 单位 矩阵 E 合同 ,相似 惩 阵 有 相同 的 特征 值 .证 法 2,3 的 思路 是 知 
А 正定 , 则 存在 正定 阵 C ,使 4 = C^ ,以 及 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 .证 法 4 的 
思路 是 , AB 的 任意 特征 值 既 不 能 等 于 零 ,又 不 能 小 于 零 , 故 只 能 大 于 零 .证 法 5 
的 证 明 思 路 是 , 若 A 正定 则 4A” 正定 . 

例 19 设 A= CHM ‚В = (6, ) nn ‚С = (с; ),„ Cs = а,б, ,1,) 13,2, nn. 
# A.B 均 为 正定 阵 , 证 明 :C REE. 

WA A BEE, WEE n BUAR M ,使 B= ММ’. 


H 
故 b; — m? tmm; tet mum, = » | qi, s, . 
k=l 


XCX = Y ара = Da ‚(> mama )z,x 


— 
— 


= > > aj; (MgX) (тах) = > > aya ya = > Ү,АҮ,, 
| pu 
其 中 тах, = ya | Y, = > 
| > | 
当 XEN, VARA 250,81 M L0, M 的 第 ! 17 Ж A 23 2, 


mar, = yu PER k LE y, 750, BE E Y 220.8 Х'СХ= У) YAY, >0. 因 此 
| k=l 


C 是 正定 阵 . 

点 评 ”本题 是 利用 车 B 正定 , 则 存在 可 道 阵 M 使 B= MM ,以 及 正定 矩阵 
的 定义 进行 证 明 的 .另外 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 :着 (os), 是 正 害 的 , 央 (06)， 
是 正定 的 . 

例 20 证 明 : 下 面 每 个 条 件 都 是 ”级 实 对 称 矩 阵 4 为 半 正 定 的 充 要 条 件 : 

D 存在 实 方 阵 C ,使 4=CC ; 

2) 存在 秩 为 > пх 实 和 矩阵 C ,使 4=CC . 

证 明 必要 人 性 . 设 A 是 半 正 定 的 , 它 的 秩 为 ">, 负 惯性 指数 为 零 , 则 有 实 可 
逆 和 矩阵 P ,使 
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МН 
А = Р Р’, (1) 


1) 由 (1) 有 


其 中 c= P|" || 
0 0 
2) ^ P-(C,D), KP C E P 的 前 7 列 构 成 的 子 块 . 因 P n Ts, dk C 是 秩 
为 r 的 n Xr XERE, H.E (1) 


‚| = CC. 
0 р 

充分 性 . 设 А=СС' (С 为 实 方 阵 或 秩 为 r 的 n х r KEE), WKH f= 
X'AX В] 


E, 0||С' 
A=(c,D)| | | C 


f=X (CC)X-(XC)(CX)- (CX) (СХ). 
Ф(С'Х) Giusy»). Nl 
Д= у tyt ty 29, 

即 对 任意 X =(х,,х,,,у„)5®0, f BIB k de dE ЗЕ, А 是 半 正 定 的 . 

点 评 ”必要 性 的 证 明 思 路 是 , 若 А 半 正 定 , 其 秩 为 7, 负 惯 性 指数 为 零 , 则 
ТЕЗЕ ЖЕ P ,使 

A= P|" NL 
0 0 


然后 求 出 C .充分 性 的 证 明 思 路 是 , 若 对 任意 X = (xz, ,x,，,…,X, )20, f 的 值 
总 为 非 负 实数 , 则 A 是 半 正 定 的 . 


例 21 证 明 D) 如 果 У У\ атт, (a, = as) 是 正定 二 次 型 ,那么 


i=1 у=} 


а ау "" Qin У! 

ай an "" G, У; 
fyi Уз", Уһ ) = 

а1 ар 77 Anm У, 

у J2 cU y: 0 


是 负 定 二 次 型 ; 
2) 如 果 A 是 正定 矩阵 ,那么 |A4| 志 a,,P, 1, 这 里 P, ,是 4 的 2-1 级 的 顺 
ЖЕТЖ; 
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3) ШЖ A EEEE, BAIA Sa an'a 
4) 如 果 T= E п AASERERUE PE WAIT = T] (++) 


证 明 1) 设 正定 二 次 型 3 аут, 的 矩阵 为 对 称 矩 阵 4, 则 有 可 逆 矩 


i=] j=l 


EE cC, E САС= Е.Ж 
M A Y] 
T = ; 
0 1 
Y C'AC 0 E 0 
实际 i | r= = ,两 
Жк Т Ү 0 | 0 vac] F үлү, UR 
行列 式 得 | 
С (уу, )= - YA Ү. 
注意 到 |Ci| 天 0,4 一 正定 , 即 知 (у, y, )= - 1С ° YA Y 是 负 定 二 
次 型 . 
А, В JA; B А, 
2) |А|-а„Р„-,= - - ; 
B, a,, 0 а.,, В 0) 


H 1) 知 , 对 任意 n- 12808 В 


x <0, 
B 0| 
B IAlsza,P,.,. 
3) 证 法 1 对 nn 用 数学 归纳 法 . 


当 n 二 1 时 ,|A4|= an MARZ. 
当 n=2 时 , 因 A ЕЕ, — 


G 11 G1» | 
— 2 
74,1052" Ui 20, 


IPIE 


di d 
所 以 14 Sanan , 故 命 题 成 立 . 
假设 对 n- 1 时 命题 成 立 , 下 证 对 л 成 立 . 
1 
A А = ^n @ _ » Au (t E 
а Am 0 E 
，， Е 0А, a E -A @ 
ТАТ = , 1 , 
- аА Е a Я an 0 E 
和 A 0 
{0 a -aA a] 
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A 0 


所 以 |4|= 24 |7lAiulls, - «A; G|. 
0 a, GA, a 
HAEE, ЖА. ЕЖ, ИДА, 正定 ,于 是 «A, a0, ELT ATS 
а„ Ац. 
由 归纳 假设 | 4 |«а а, -1,п-1 ,所 以 14 和 aa2z Eann. 


证 法 2 由 于 4 的 各 级 顺序 主子 式 都 大 于 零 ,与 它们 位 置 相 应 的 矩阵 都 是 
IE XE EE , 故 累 次 应 用 2) 的 结论 EAS LA |a, P, aua, uui Pp- <: < 
йы aå]. 
4) 首先 ,TT 是 正定 矩阵 ,这 是 因为 
(TT)-TT,(T ') (TT)T = Е. 
其 次 ,TT 主 对 角 线 上 第 i 个 元 素 是 
tu ttu tn th) 


故 由 3) 的 结果 
TP-ITTI [[ + vb). 


点 评 ”本题 的 证 明 思 路 是 : 正定 矩阵 与 单位 矩阵 E 合同 ,然后 适当 的 取 分 
RER 了 ,经 矩阵 运算 ,再 取 行 列 式 便 得 1) 的 结果 ,由 1) 易 推 得 2) 与 3); 在 4) 的 
证 明 中 主要 应 用 了 和 在 T 实 可 道 则 TT 是 正定 矩阵 . 

例 22 证 明 ; 实 对 称 和 矩阵 A 是 半 正 定 的 充 要 条 件 是 4 的 一 切 主 子 式 全 大 


于 或 等 于 零 ( 所 谓 & 级 主子 式 是 指 形 为 
a 1 1 dii, a 1 £ 
a 2 1 ER a 2 k 
a a a 


K k ATÁ, K rh 1; << а). 
证 明 必要 性 . 令 


йу а a, 1*1 1 12 1% 
а а » a a a 
_ __ 2'1 2*2 2'k { . 
А = ` ‚А, 7 ° 
Q. Qn а „ а а а 


且 它 们 所 对 应 的 二 次 型 分 别 表 为 | 
fixi, x) fi x sn). 
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£ APEE, M f 是 半 正 定 的 ,从 而 f, FEE B), T 8 ff ТЕЗЕ HD BER 
С, ,使 


А, 0 
, А; 
C ,A,C, = 
0 А, 
其 中 À4;z0,i—1,2,-,.k МІС, АС, |= | А,!!С,| = A.A... à, 220. fH 


| C, |^ 20,8518 | A, 20. 


充分 性 . 设 A 的 主子 式 全 大 于 或 等 于 零 AER А 的 第 个 顺序 主子 式 相应 
的 矩阵 


dil @ 12 Q 1 
G1 da? Am 
А, = ‚ ,m —-1,2 n 
d ml G m2 "tt G nm 
À + а 1} й 12 UT Aim 
_ а 21 Атар '" n 
fF | АЕ, + А„|= 
а mi а я? UU А + а mm 


由 行列 式 性 质 得 
AE, +A | = А" + PLAT € PLA P,, 
其 中 P. E A, 中 一 切 i 级 主子 式 的 和 ,由 题 设 4 的 一 切 主 子 式 都 之 0, 所 以 
Р,;>0, М A20 R}, | AE, + A, 120. 34 А >0 BE, AE + А 是 正定 矩阵 ,假若 
A 不 是 半 正 定 和 矩阵 , 则 存在 一 非 零 向 量 X, = (5 ,5,,… b. ), fs 
X,AX,-7-c (c>0). 


于 是 令 
C 
À 二 二 -一 一 =r >l, X, AE + A )X, = X, AEX, + X, AX, 
X. X, br +b, + + b ( ) 
=c—c=0, 


这 与 4>0 时 ,XE + А 为 正定 , 即 X I (AE + A)X,D207FJÉ8 LA 为 半 正 定 矩阵 
点 评 ”必要 性 主要 应 用 若 实 二 次 型 frier) = Х AX 是 半 正 定 的 , 则 
存在 可 逆 实 矩阵 C ,使 


С AC — ‚ 
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K'hd,20,1-1,2,-:,n. 762 PESE Жду FS ”级 实 对 称 和 矩阵 的 顺序 主子 式 全 
大 于 零 , 则 А PEER. 

例 23 А УВЕ ЖЕЕ. ПЕНН: ЗЕ АВ 是 正定 的 充 要 条 件 为 
АВ = BA. 

ЖЕҢ ИЖЕ. А 5 B JEIEGE HJ, A 与 B 3н, RER АВ 
是 正定 的 , 则 АВ 是 实 对 称 的 :(A4B) = AB. FÉ (АВ) = В'А = ВА, AB 
= ВА. 

充分 性 . 设 AB = BA , ЕН ЕЯ АВ 是 实 对 称 的 . 因 A 与 B 均 为 正定 的 , 故 
存在 实 可 逆 方 阵 P,Q ,使 

A-PP,B-Q7. 
于 是 AB = P'PQ'Q S QP PO -Q(P'PQ'Q)Q = QABQ ”相似 . 故 两 者 有 相 
同 的 特征 值 .但 
QP PQ = (PQ ) (РО) 
为 正定 矩阵 ,其 特征 值 都 是 正 实数 , 故 AB 的 特征 值 都 是 正 实数 ,为 正定 矩阵 . 

BUE ”必要 性 的 证 明 思 路 是 正定 矩阵 是 实 对 称 的 .充分 性 证 明 思 路 是 ,相似 
和 矩阵 有 相同 的 特征 值 及 A 正定 的 充 要 条 件 为 A 的 特征 值 全 为 正 实数 . 

例 24 证 明 特 征 根 全 是 实数 的 正 交 和 矩阵 A 必 对 称 . 

证 明 因 A 的 特征 值 全 为 实 的 , 故 存在 正 交 和 矩阵 T, 使 T'A4T= B AZA 
阵 . 设 召 为 上 三 角 和 矩阵 (下 三 角 和 矩阵 同 理 可 证 ) , PS IF AER EE J 3E 8145 2 IE AE E, 
故 B 为 正 交 和 矩阵 ,上 三 角 正 交 和 矩阵 必 为 对 角 和 矩 阵 且 主 对 负 线 元 素 为 1 或 -1, 则 
ВУЗУ ЖЖ, Н A= TBT 可 得 4 = TBT HA = А’. 

例 25 БА Jn ЖНЖ, АЛИА УА <А, < <А, ШЕН: ИЕ 
意 实 n ODE X SIDA 

A,X X< XYAX<2,X X. 

证 明 证 法 1 A 为 实 对 称 怎 阵 , 故 存在 正 交 替换 和 = TY( 其 中 了 为 正 

AE ЯНЕ), 
f(xi, Ty ,TX, ) = Х'АХ = А, y; + А, у; tec Ау , (1) 
H# A,,22,7,A, ЗА 的 特征 值 . 由 А,<А,< SA, 以 及 
Уң 
у Жу; Ж” + yh = oy) ñ =YY, 


Уп 
于 是 对 任意 实 n АЕ X ,H(1)48 
А,Ү'”Ү<Х'АХ=А,у +А,у2 +: +y SA YY. (2) 
б 171 ` 


又 因 是 正 交 和 矩阵 , 故 T'T = Е, РЖ 
XX-(TY) (TY)=YTTY=YY. 
故 由 (2) 得 4 六 入 二 入 AKX 二 AKX. 
证 法 2 На 为 实 对 称 的 , 故 存在 正 交 和 矩阵 工 使 
" | 


А, 

HFA KiS ea, FT !АТ-А,Е=Т (А-А, Е)Т 的 特征 值 为 
0,4, 一 4;，… ,4, 一 A1 都 是 非 负 实 数 , 从 而 A — À, 五 是 半 正 定 的 .因此 对 任意 实 
n E EE X 都 有 | 

X (A- A,E)XZO, 
即 А,Х'Х<Х`АХ. (1) 

Т] Ж, А„Е- T 'AT= T (AE-A)T 的 特征 值 为 4, А, С, А, — 
7,_1,0 都 是 非 负 实数 , 故 ALE - А 也 是 半 正 定 的 , 故 对 任意 实 я 维 向 量 X 都 有 

X (A,E - A) X20, 
Bp | X'AXX.A,X X. (2) 

H (1) , C418 AX XS XAX<A,. XX. | 

点 评 证 法 1 是 利用 二 次 型 f(r..1..270.2,)— XAX R| EIE ALPE 
换 化 为 平方 和 的 形式 ,各 平方 项 的 系数 为 A 的 特征 值 ,以 及 正 交 矩阵 的 定义 得 
证 的 .证 法 2 是 利用 若 A 的 特征 值 都 是 非 负 实数 , 则 A 是 半 正 定 的 ;以 及 对 任 
意 实 n НЕХ SD X AX—0,9 A 是 半 正 定 的 而 得 证 的 . 

例 26 Ut n НВА = (a,),, 是 正定 的 ,51,b,,…,b, 是 任意 个 非 
零 实数 ,证 明 :B= (a6,6;),, 也 是 正定 的 . 


证 明 证 法 1 $ C= . ; 


Ш C'BC = A, IN A IEE , ТЕНЕ TEA = T T , Br J 
B=(C'!YTTC''=(TC ')TC ', 
^ G= TC ', 于 是 B=GG,G 显然 可 逆 , 故 B 正定 . 
证 法 2 НЬ. (i-1,2,-,2)dà n ^ SET EBJSC LEX m; = byi(i=1,2， 
e, n)EdbBITERME ХЕ (x ,zx,,… ,zx,), 则 
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/О\хжу,х,,'б”,х„)= XAX'= YBY'. 
Ё A 正定 , 故 f(zx1 ,zx，,… ,x,) 是 正定 二 次 型 ,于 是 В 是 正定 的 . 
证 法 3 因 4 正定, 故 A 的 顺序 主子 式 P; >0(i=1,2,…,n). 设 B 的 顺序 
EFAA Q,(i=1,2,…,n), 则 


a, bi ау Вб. 7 a;b, b, 
О, = ani b, anb n 220 б, 
ab, b, a, b, b, UT а,б? 


= bibis bP,(i=1,2,.…,n). 

B 5, ,65,,…,b, 为 非 零 实数 , 故 О. >0(:=1,2,--.,п), B 正定 . 

А 证 法 1 的 思路 是 4 为 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 
А = TT. 证 法 2 的 思路 是 合同 矩阵 有 相同 的 正定 性 .证 法 3 的 思路 是 n 级 实 对 
Е РЕ ЈЕ Е НОЗЕ КИЕУ А 的 所 有 上 顺序 主子 式 大 于 零 . 

例 27 设 和 为 一 个 nn 级 正 交 矩阵 ,x) ,x,, ,x,-_, 为 一 组 线性 无 关 的 列 向 
Е.Р 1<і<п-1 9 Ax, =x WR A 的 行列 式 等 于 1, 证 明 : A TER RR 
阵 . 

证 明 由 题 意 知 A €/UL85-1BNUT EB 1,XlAIl-1,]1A|l = А, А, А, 
=1, RF à; 为 4 的 特征 值 . 

ЖУЛЯ Л, = А, = А, =1,ЖА, =1,8 АЯ n 重 特征 值 1, 由 A 的 特征 
值 全 为 实数 , 故 存在 正 交 和 矩阵 Т, Е 


T'AT = 


1 

为 上 三 角 和 矩阵 . | 

4 B- ТАТ, Н A XiIEAEÓB EE1S B ІЕЕ, V. B 为 上 三 角 和 矩阵 , 故 B 
ХЕРЕ, В B= E, A= TT = Е. 

点 评 由 |A|=414,…4, =1,( 其 中 A, 为 A 的 特征 值 ) 得 出 A 有 n 重 特征 
{Н 1, 从 而 存在 正 交 阵 了 ,使 TAT 为 上 三 角 和 矩阵 ,再 由 A 为 正 交 和 矩阵 推出 B= E. 

例 28 БА Жп ЭЖЕЕ, ПЕН: ЕЕЕ G ,使 G АС 为 三 角 和 矩阵 
的 充 要 条 件 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 全 是 实 的 . 

证 明 证 法 1 为 确定 起 见 ,这 里 三 角 和 矩阵 不 妨 设 为 上 三 角 和 矩阵 . 

必要 性 . 设 有 正 交 和 矩阵 了 ,使 
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C | * 


C2 


T AT = 


HAST 4 相似 ,所 以 它们 有 相同 的 特征 值 ,而 了 AT 的 特征 值 为 
C€15€25 4€, 全 是 实数 ,所 以 A 的 特征 值 全 是 实数 . 
充分 性 . 设 A1,4,，…,4, 为 4 的 所 有 不 同 的 实 特征 值 (要 注意 的 是 有 些 可 
能 为 重 根 ). 则 4 与 某 一 着 当 形 抢 阵 了 相似 , 即 存在 可 逆 实 矩阵 Po( 因 为 4, 是 实 
数 ,那么 特征 癌 量 是 实 系数 线性 方程 组 的 解 ,从 而 也 是 实数 ) ,使 
P, AP,=J, (1) 


Дн J = 


因为 A, 都 是 实数 ,所 以 了 为 上 三 角 和 矩阵 . 
另外 ,矩阵 Р, 可 分 解 为 : 
P, = Т,8,, (2) 
其 中 T, EEE, S, 是 上 三 角 和 矩阵 ,再 将 (2) 代 入 (1) 得 
S, Т, AT, SF, 
T, AT,=S,JS; `. 
由 于 So J.S ЖЕ E-fBABEE.H. tl] BUE E= f E E , 即 充 分 性 得 证 . 
证 法 2 必要 性 . 设 G АС 为 三 角 和 窍 阵 , 且 主 对 角 线 上 元 素 为 A, ,4s,… 
À, , Д 


(3) 


aE~A|=|G '||АЕ-А||С|=|АЕ- G "AGI 
=(A—A,)(A—- A) (A4 -2,), 
HFA, ,G 为 实 矩阵 ， W- GAG 也 是 实 矩阵 ， 于 是 X41 ,4,，… ,4, 为 实数 . 
充分 性 . 现 对 上 三 角 和 矩阵 用 归纳 法 证 明 . 
当 n=1 时 ,命题 显然 成 立 . 
假设 n-1 时 命题 成 立 , 下 面 看 n 的 情况 , 设 4 的 特征 多 项 式 的 根 4| A, 
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… ,A NER, а, АУТА, 的 特征 向 量 , 不 妨 设 a, 为 单位 向 量 , 把 a, 扩充 
ÄR 的 标准 正 交 基 ci ,a, ,…,a, , 设 在 某 一 标准 正 交 基 下 A 所 对 应 的 线性 恋 
№ о, Шона РАЈЕ УН, Вр 


D fffEiE 22 EBE M, 使 M АМ=Н,њНҒА SH АЖЕН, НЮ D 
具有 特征 值 4, ,4 ，… ,4, HJ TBUOCTETEIE GE 


А, * 
G^ DG = ü 
А, 
soh, с) о = (0 ,j= Q^ UR P- MQ Р HEREN, H 
0 G 0 G 
À, x 
P'AP = Q M'AMQ0 = Q H0 = ^ 
А, 


XP F = fB J kB EE [А EE RT uE. | 

点 评 证 法 1 必要 性 的 思路 是 相似 矩阵 具有 相同 的 特征 值 ,充分 性 的 思路 
是 : 设 A 是 一 个 ”级 实 矩 阵 , 且 14 | 天 0, 则 А 可 以 分 解 成 4 = QT. (F Q 是 
ЕРЕ, T 是 上 三 角形 和 矩阵)， | 

证 法 2 是 用 归纳 法 以 及 标准 正 交 基 进行 证 明 的 . 
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1. 用 非 退化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 并 利用 矩阵 验算 所 得 结果 : 
1) -Ax,x, +255; +225523; | | 
2) тү+2хуүхл›+2х; +4х,х,+4х13; 
3) 21-325 - 25,5, +2553 6x,;<x;; 
4) 8r,r,t2x,x4, +25, z, + 82, х4; 
5) жх, + xix4 + хүл, 十 Xx, 十 LaL, t T3243; | 
6) xi t*2xjtzit4Óx,x,tár,r,t2xQx, +221, t2x,xr,t2z4,2,; 
7) х{+хї+ху+хх1+2хуүхл, +2л›ху + 2лух,. 
2. 证 明 : 秩 等 于 r 的 对 称 和 矩阵 可 表 成 x 个 秩 等 于 1 的 对 称 和 矩阵 之 和 . 
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3. 证 明 : 与 2 . 合同 ,其 中 (j,i,,… 


i, ) 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 . 

4. R A 是 一 个 n 级 和 矩阵, 证明 : 

1) A 是 反对 称 和 矩阵 当 且 仅 当 对 任 一 个 EEX, A X'AX =0; 

2) ШЖ A 是 对 称 和 矩阵 , 且 对 任 一 个 n EX f X AX =0,JB52Z A —0. 

5. 如 果 把 实 n 级 对 称 和 矩阵 按 合同 分 类 , 即 两 个 实 ”级 对 称 和 矩阵 属于 同一 
类 当 且 仅 当 它们 合同 , 问 共有 几 类 ? 

6. 证 明 :一 个 实 二 次 型 可 以 分 解 成 两 个 实 系数 的 一 次 齐 次 多 项 式 的 乘积 的 
充分 必要 条 件 是 , 它 的 秩 等 于 2 和 符号 差 等 于 0 ' 或 者 秩 等 于 1. 

7. 判别 下 列 二 次 型 是 人 否 正定 : 

1) 99x-12z,x,;t48r,r,-* 130x2 一 60z, x, +7125; 


2) 102; +8515, +242512; +225 – 282.53 + х3; 


8. t 取 什么 值 时 ,下 列 二 次 型 是 正定 的 ? 

1) r? + х? + 5х2 +2152; - 25,53 +4х,х;; 

2) x? +452 + 21+ 21015, +1055; +6б6хл,х‹. 

9. 证 明 : 如 果 4 是 正定 矩阵 ,那么 4 的 主子 式 全 大 于 零 , 所 谓 主 子 式 就 是 
行 指标 与 列 指标 相同 的 子 式 . 

10. Ú; A 是 实 对 称 和 矩阵 .证 明 ; 当 实数 1 充分 大 之 后 ,tE + A ЖЕШ ЕЁ. 

11. 证 明 : 如 果 A 是 正定 矩阵 ,那么 А ”也 是 正定 矩阵 . 

12. ЖА 为 一 个 级 实 对 称 和 矩阵 , 且 | 和 |<0, 证 明 ; 必 存在 实 n Ё B 
Х-5@{# Х\АХ<Я0. 

13. ЖЖ А,В Жл 级 正定 矩阵 ,证 明 ; A + B 也是 正定 矩阵 . 

14. ÆR К f(x, onu x, ) 是 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 它 的 正 惯 性 指 
数 与 秩 相等 . 

15. 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 , 并 用 和 矩阵 验算 所 得 结果 : 


1) хүл,+х,ху+ + х„-үх,; 


2) EL эз TQ, 
i=l 


lg :« <. n 
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- — — тү x+. + x, 
3) > Gr z) HP =. 
i-l 


H 

Au A, 
A, A. 
A, 0 
. 


16. йй А = 


jÉ — XP PR 3E EE, Н | А, | Z 0, uE BH: 存在 


E Х\  , 
r-| p ETAT 


17. 主 对 角 线 上 全 是 1 的 上 三 角 和 矩阵 为 特殊 上 三 角 和 掏 阵 . 

D 设 A EIER, T 为 特殊 上 三 角 抢 阵 , 而 吾 =T 4T, 证 明 :4 УВ 
的 对 应 顺序 主子 式 有 相同 的 值 ; | 

2) ПЕНН: ЛЯ ХЕК РЕ A 的 顺序 主子 式 全 不 为 0, 那么 一 定 有 一 特殊 上 三 
AEE T fi T'AT 成 对 角形 ; 

18. 证 明 : 上 三 角 的 正 交 和 矩阵 必 为 对 角 和 矩阵 , 且 对 角 线 上 的 元 素 为 +1 或 -1. 

19. 1) it A 为 一 个 ЕЕ, Н A 1250, uERH A 可 以 分 解 成 OT: 

A = QT, 

其 中 Q 是 正 交 和 矩阵 ,TT 是 一 上 三 角形 矩阵: 


,其 中 * 表示 一 级 数 与 4 相同 的 矩阵 


0 0 ^ &, 
且 e >0,(i=1,2,…,n). 并 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 ; 
2) 设 A 是 nn 级 正定 矩阵 ,证 明 存 在 一 上 三 角形 矩阵 ,使 
А = ТТ. 
20. 证 明 ; 反 对 称 实数 矩阵 的 特征 值 是 零 或 纯 虚 数 . 
21. 求 正 交 和 矩阵 工 使 T'AT 成 对 角形 ,其 中 А 为 : 


2 -2 0 2 2 -2 
1) 1-2 1 -2;; 2) | 2 5 -—4i|; 
0 -2 0 = {-2 -4 5 
0 0 4 1 -1 -3 3 -3 
0 0 1 4 -3 -1 -3 3 
3) 4) 
4 100 3 -3 -1 -3 
1400 -3 3 -3 -1 
1 1 1 1» 
1 1 1 1 
5) | 
|1111 
1 1 1 1 
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22. 用 正 交 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 : 

1) хтү+2х;+3хҗ5;—-4хжул,—-4лхәх;; 

2) 21-225 - 2553 - 4х, х, 十 471Z +8хуху; 

3) 2x, z, +25: X>, 

4) xi^ xit xit 25-250, +62, х - 4х5, - 4х, х3 +бх,х, - 2234. 

23. V A Жп 级 实 对 称 矩 阵 , 证 明 ; 有 A 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 多 
项 式 的 根 全 大 于 零 . 

24. А,В 都 是 实 对 称 和 矩阵 ,证明 : 存 在 正 交 矩阵 了 使 了 AT = B 的 充分 
必要 条 件 是 4 ,B 的 特征 多 项 式 的 根 全 部 相同 . 

25. Wt A Ën ЖИЕ, H А’ = A ,证 明 存 在 正 交 矩阵 Т 使 得 


26. 证 明正 交 和 矩阵 的 实 特 征 根 为 土 1. 
27. 设 4 是 2 级 实 对 称 和 矩阵 , 且 A^ = 互 ,证 明 : 存 在 正 交 和 矩阵 了 使 得 
E, 0 
0 a] 
28. 设 二 次 型 f(z. ,zs,，… , 工 , ) 的 矩阵 为 4 ,4 是 和 的 特征 多 项 式 的 根 ,证 
明 存在 В" 中 的 非 零 向 量 (z1 ersa, ) 使 得 
х5, ) Ali + r+ + ax). 
29. А,В 是 两 个 n X n ЖЖАЖО  ,Н B 是 正定 矩阵 .证 明 存 在 一 nxn 
SE R| u yB EE ТАТАТ 55 T 'BT 同时 为 对 角形 . 
30. Ж A Æ n REER, Е E n 级 单位 矩阵 ,证 明 A + E 的 行列 式 大 于 1. 
31. 已 知 二 次 型 
#(тжү,х»,х»)=2х{+3х; +3x+2ax,xa (a >0), 
通过 正 交 变换 化 为 标准 形 f= yi + 2y2 + 5y3 , 求 参数 a 及 所 用 的 正 交 变换 矩阵 . 
32. ЖА = (а,),;„.В = (6,),„ BAFE, ДА °В —(aj5,),., 0 
РЕЖЕ. | 
33.5 A An 级 实 对 称 和 矩阵 , X, 5E ,为 两 个 线性 无 关 的 nn 维 问 量 ， 
X AX, 20,X; AX, <0, 证 明 :存在 两 个 与 Х,,Х, 线性 相关 的 n "EIUS Х,, 
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X, m Х,,Х, 线性 无 关 , 且 X; AX, = X,AX, =0. 

34. V A 为 n ZR SU BIOB ,В 为 n REE, ПЕВ: Я АВ + ВА 的 特 
征 值 全 为 正 实 数 , 则 |4j 夭 0. 

35. 设 А,В SIX IEXOBEE,SESIAITIBI-O,UuEBI: A + B ЖА ЕЕ. 

36. ЗА 为 n 级 实 正定 矩阵 ,证 明 : 对 于 任意 给 定 的 正 整数 xx ,都 存在 唯一 
Н ЗЕТЕ Е В, В" = А. 

37. 设 a ,5 分 别 为 实 对 称 和 矩阵 和 = (a, ),、, 特 征 多 项 式 的 根 的 最 小 值 与 最 
ХАВ, uEBR : 

na €. TrA x nb, 


38. 2 A, C Ж n 级 正定 矩阵 .已 知 B 是 矩阵 方程 : AX + XA = C 的 唯一 
解 ,求证 : 

(1) ВЕ; ” (2) B 是 正定 的 . 

39. it B 是 实 可 道 反对 称 和 矩阵 ,证 明 В + В, ВА = (Вв -B ')( B° 
+B ) 是 正 交 矩阵 . 


$5.4 习题 答案 与 提示 


1. 1) —4ур+4у; + yi. 2) ур + y>. 

3) у-у. 4)8y+2y -2y -8y. 5) бу-у; – 253 — уа. 
6) y+2y -2у5. 7) yit у; * 255 255. 

5. (л +1)(л +2). 


7. 1) 是 .2) 不 是 .3) 是 .4) Ж. 


8.1) - $«1«0. 2) ЖЖ ; 取 何 值 ,所 得 二 次 型 都 不 正定 . 


15. 提示 :1) Et Ж 
X2&-i | Likti ” Y24-49 
ma 
再 对 ”分 奇 、 偶 进行 讨论 ,并 规定 ,者 I> nix 7 y = 0. 
2) 提示 :将 形 如 
EE: > x=, (k ЖЕЖ) 


1: <= n 


的 二 次 型 记 为 f(n,&), 则 原 二 次 型 为 /(n ,2). 首 先 证 明 恒 等 式 : 


k —1,2,3,7, 
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fGi E) = (a, DE n). [1o ев) во, 


然后 对 n 作 归 纳 法 ,将 f(n ,2) 化 为 标准 型 . 
3) FER 


EED (> - x)-70, 因而 原 二 次 型 化 为 
yi ЖУ; + ау |+ (ужу, + vt yu») 


Ip p yy)» 


nl 


归纳 为 本 题 的 2). 
答案 :1) 当 п 为 偶数 , 即 n=2k 时 为 只 - “+y, y, n NS 
数 , 即 n=2k +1 У y уг +: MURS 


3 4 ， nti: 
2) yi + ap» + zx + + E 


3) 2yi + > + + + + — dq ! 

19. 1) 提示 :将 A 的 列 向 量 进行 正 交 化 和 单位 化 相当 于 在 A 的 右边 乘 一 
些 上 三 角 和 矩阵 ,对 角 线 上 元 素 都 大 于 零 .唯一 性 可 由 18 题 导 出 . 

2) 提示 :将 А 看 成 欧 氏 空间 的 内 积 在 一 组 基 下 的 度量 矩阵 , 表 将 这 基 标 准 
正 交 化 ,其 过 渡 和 矩阵 是 上 三 角形 , 记 作 T. TE E= Т, AT,. 另 一 种 方法 是 ,有 4 
合同 于 单位 矩阵 因而 A = P'P 根据 1) P H IR QT ,于 是 即 得 绪论. 


2 1 2 -2 2 .l 
3 3 3 VS 345 3 
1 2 2 l 4 2 
2 2 l0 0 5 2 
3 3 3 MS 3 
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1 1 1 1 = -大 o 
2 2 2 5 V2 6 
l 1 1 1] 1 1 3 
2 2 2 2 > Tz 6 
DJi 1 op vs 
— a OR 2 J/3 
2 5 2 > 0 2 v3 
/6 6 
l l 1 1 
2 2 2 2 0 0 УЗ 
2 
l 1 ^43 1 
V2 46 6 2 
-1 1 УЗ 1 
s] v2 v6 9 2 
Qo -2 x3 1 
J6 6 2 
(43 1 
0 0 -3 > 


_ 2 2 1 
4177331 322 743» 
2 1 2 
t25 FY + су; T y». 
_ 1 2 2 
T35 FZI t ZIT FY. 


标准 型 为 一 yt +2у5 + S ys. 
2) 正 交 线性 替换 为 


1 445 2 
zı =-5V5y, + 2-2. 
- 8, 
37 3 52 3 Уз 
И 52у, +2у;—7у1. 
3) 正 交 线性 替换 为 
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+ T» - 55: 
r = y, £2 y, 
V2 42 
rz. = y, - y. 
Y2” X42 
标准 型 为 yi + у; 一 уз — уа. 
4) E AC ALTE EE RON 
_ 1 1 1 1 
Tı 7 5 У + 532 753 75 X45 
_ 1 1 1 1 
T2 Eh 20 Шш VERE + 2 Уа , 
_ 1 1 1 1 
T3 -FI 7 VE + > LRL , 
Xa =>. + o + ly» + LX 


标准 型 为 yt 一 3y2 ys + T yi. 
26. 提示 :将 (Ax,Ax)=(x,x) 应 用 于 特征 同 量 x. 
28. 提示 : 仿 例 题 25 ,利用 上 述 标准 型 进行 讨论 . 
29. 提示 :将 B EFRR RERE TERE. 
30. 提示 :正定 矩阵 А BEA ,^,,… ,和 , 全 大 于 零 ,A + E 的 特征 值 为 
ду +1,А, +i, A, +1 全 大 于 1. 
0 1 


1 
-> 0 一 
31. 4a=2, 正 交替 换 矩 阵 为 了 = | V2 Ү2 | , 原 二 次 型 化 为 у, +252 +535. 


1 0 1 


{2 {2 

32. 提示 ;利用 п Ж А 半 正 定 , 则 存在 n 级 方 阵 @ ,使 A = QQ 或 用 数 
学 归纳 法 证 明 . 

33. 提示 :利用 当 判 别 式 >0 时 , 实 系数 一 元 二 次 方程 有 两 个 不 同 的 实数 
Ж. 

34. 提示 :证明 А 无 特征 值 0. 

35. 提示 ;利用 正 交 和 矩阵 的 定义 和 性 质证 明 . 

36. 提示 ; 先 找 出 B ,然后 青 证 唯一 性 . 
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37. 提示 : 易 知 bE- А ЕЯ, BU X (ФЕ- AJ X20,. m $E T3. TrA< nb, 
FiA üE : na SC Tr A. 

38. 提示 :证 如 的 特征 值 全 大 于 零 . | | 

39. 提示 :用 反 证 法 证 B + Впр, AEE А ЛЕНЕ. 
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Боч 线性 空间 


$6.1 E A Al i 


一 、 线 性 空间 的 定义 及 其 性 质 


1. 线性 空间 的 定义 

令 P 是 一 个 数 域 ,V 是 一 个 非 空 集合 ,在 集合 V 的 元 素 之 间 定 义 了 一 个 代 
数 运算 ,叫做 加 法 , 即 对 Ya,86EV,a+pEV. 在 数 域 P 和 YY 的 元 素 之 间 还 定 
义 了 一 种 运算 ,叫做 数量 乘法 , 即 对 YaE V,YkEP,kaE€V, 且 满足 

1)e*B-fg*-e,a,pCV; 

2) (а+ В) +у=а+(В+ у), а, В,уЄ У; 

3) 在 V 中 有 一 个 元 素 0, 叫 做 V 的 零 元 ,对 YaeEV, 有 w+0= a; 

4) 对 V 中 任 一 元 素 g, 3p8E V( 叫 做 的 负 元 ), 使 w+ 有 =0( 且 记 有 = 
-а); 

5) 1а=а,аЄє у: 

6) (Ја) = (kl)a,a€ V,R,ICP, 

7) (А+) а= ра * la, a € V,R, IC P; 

8) k(a* B) = a +В, а, BC V,ECP, 
ШЕ V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 . 

2. 线性 空间 V 的 性 质 

1) V 中 零 元 唯一 ; 

2) V 中 每 个 元 的 负 元 唯一 ; 

3)0a-0,50-0,(-1)a--a; 

4) а+(- ВСЕ а B; 

5) H ka — 0 ЯНА =0 sk a = 0; 

6) V 中 回 量 的 线性 相关 ,线性 无 关 ,线性 组 合 ,线性 表示 , 极 大 线性 无 关 组 ， 
回 量 组 的 秩 等 概念 均 与 P" 中 所 定义 的 相同 . 
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二 、 线性 空间 的 基 、 维 数 和 坐标 


1. 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,Ql a, a EV, RA 

1) &,,а,,`-`,а, 线性 无 关 ， 

2) YaEV,a 可 由 Qa; ,0,,… ,Qa, 线性 表示 , 称 a, ,a,,… ,0, 是 线性 空间 
V 的 一 组 基 , 并 称 V 是 ” 维 线性 空间 . 若 V 中 不 存在 满足 条 件 1) 和 2) 的 向 量 
组 Ga ,a,,… ,0,, 称 V 是 无 限 维 线性 空间 . 

E V 是 数 域 P Еп 维 线性 空间 ,ai a, ,a, Жу 88,08 а= Аа, 
+kËE,@, o +b REP=12 on, FRE, Rosso k) 4а ha, 
0,,… ,0, 表示 的 坐标 . Е 

2. n 维 线性 空间 V 的 任意 л 个 线性 无 关 的 问 量 都 是 V 的 基 . 

3. n 维 线性 空间 V 的 任意 7 个 线性 无 关 的 回 量 a, ,0,,… a, 都 可 以 扩充 
为 V 的 一 组 基 

ma, m m... G, 
但 @,;;,…,@, 不 唯一 . | 
4. Ж EE 
it a,,0,,:-,a, Ап 维 线性 空间 V 的 一 组 基 , 对 VPEV， 
Е 
W В= к,а, tk a, + + kG, = (G, ,G,,*"* , @,) Á ; 
. kn : 
即将 a 形式 的 写成 二 个 矩阵 相 乘 ,坐标 (Ei Loon ,k, ) 由 基 aa, a, 唯一 
确定 . 若 Bp p ET, 将 及， 有 ,有 用 基 al,a;，…,a。, 表示 为 : 


а а, Y di, 


| | ао an ` anf 
(В, ,1 B,7(a,,0,,,0,) e m А * 


а „1 а „7 G ns 
йу C) i 
азд аљ `` аә 
令 А = |. | ‚ |, 


| 4, а n2 Ut a ns | 
b s—n,JFH B,,B,,--. B, 也 是 V 的 一 组 基 , 则 称 4 是 由 基 @1,@,,… a, 到 
30 ,Pp,,…, В, 的 过 渡 窍 阵 . 由 于 А 3 прай kE Е, B, , В, ``, В, 到 G,, 05, 
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ca, 的 过 渡 和 矩阵 是 人” . 
5. 回 量 在 不 同 基 下 坐标 之 间 的 关系 
设 а,,а,,',а, WB Boos B, п 维 线性 空间 V 的 两 组 基 , 且 (P,P,， 


Х 7 


В.) = (а, ,а,, 0 )А, X} Va EV, EA а= CB, B230 В, ) . , Jii 


х; 
+ 
а=(@,,@,,`,@„)А 
| +, 
BB a ZATRE F BJ ^ $A Z ЇН Н) >< # H — 2B dk 9) 55 — #H ЖЕН) xL WE kE JEF ЖЕ 
AE . 


三 、 子 空间 及 其 交 与 和 


1. 子 空间 的 定义 

i V Ж ОР 上 的 线性 空间 ,W E V 的 非 空子 集 , 若 W 关于 V 的 加 法 和 
数量 乘法 也 做 成 P 上 的 线性 空间 , 称 W dé V 的 子 空间 . 

2. 子 空间 的 判别 

设 W 是 线性 空间 V 的 非 空 子 集 , 则 W E V 的 子 空间 当 且 仅 当 下 列 两 个 条 
件 同 时 成 立 : 

va,PpEtW,atBetw; 

VREP,VaEW,kaoEW. 

3. 生成 子 空间 


V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,a1, a.a, € V, W- |>, kalk € P|, 


易 知 ,W E V 的 子 空间 ,并 且 W 是 含 a ,a;,,…,a, 的 最 小 子 空间 , 称 此 子 空间 
是 由 w, ,0,,… G, 生成 的 子 空间 , 记 作 W=L(ai,G;,…,Q;). 回 量 组 a, a, 
… ,的 极 大 线性 无 关 组 为 W 的 一 组 基 . 而 且 W 的 维 数 等 于 同 量 组 g a.v, 
a, 的 秩 . 

4. 子 空间 的 相等 

V 的 两 个 子 空间 (al ,ec;,…，,a.)= 工 (有 B, OXS BL.OCES PE m EH 

а, ,oa 6 В, ,В,,---, В, 等 价 . 

S. 子 空间 的 交 
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设 у, е, V, 是 线性 空间 V Ks 个 子 空间 , (| У, = 1a|a€ Vi,i=1,…， 
s| 是 子 空间 У,,У,, У, 的 交 , 它 也 是 V 的 一 个 子 空间 .特别 地 , 当 s=2 BF, 
记 作 VNAV. 

6. 子 空间 的 和 

设 Vi,V,,…,V, 是 线性 空间 V 的 ;个 子 空间 , 子 空间 Vi, Va, e V, 的 
和 是 : 

Vi+V,+- + V =la tta la € Vil. 

EEE V 的 一 个 子 空间 . 

# V,-L(a,,09,,":,0,),V, = LOB,, B, s В,), 

V,* V,-L(a,,,a,. yocp. 

Н#(У + VSV) * 32 V,). 

7. 维 数 公 式 

设 УЗЖ ИР 上 的 n 维 线 性 空间 ,V,,V, 是 V 的 两 个 有 限 维 子 空间 , 则 

维 (V + V) + (У, ПУ,) =V) + (У, ). 


四 、 子 空间 的 直 和 


1. 直 和 的 定义 
设 Vj ,V,,…,V, 是 线性 空间 V 的 个 子 空间 , 若 和 V + V,+- V P 


的 每 个 向 量 w = > a (а СУ) ЛЖ, У + V, ++ V, 为 直 和 ， 


记 作 V + V, +в V.. 
2. 直 和 的 判别 


2) Va€ s V, a 分 解 唯 一 ; 
3) 零 问 量 分 解 唯一 :; 
4) У, П ХУ, = 101; 


5) (>, V,)= >,#(У,); 
6) 所 有 Vi(i=1,…,s) 的 基 的 联合 是 了 ) V, 的 基 ; 


i—i 
7) VY >,У;=10},1=1,2,,5. 
j71i 
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3. 余子 空间 

设 U 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 子 空间 , 若 存在 V WJ T Ela W Ië V = U 
+ W,.$s W £: U # V 中 的 余子 空间 . 

E V ЖЭ RERS в), ДК B9 8E— + f- Z= [в] 8644 7 BEL IB Ят + 25 ЇН] 
一 般 不 唯一 .例如 ,在 几何 空间 中 , 设 U 是 过 原点 的 一 个 平面 ,任意 一 条 经 过 原 
点 但 不 在 U 上 的 直线 都 是 UU 的 一 个 余 了 于 空间 

五 、 线 性 空间 的 同 构 

1. 线性 空间 同 构 的 定义 

设 V 和 WW 都 是 数 域 P 上 的 两 个 线性 空间 ,车 存在 V 到 W 的 一 一 映射 ( 双 
射 )o ,使 

с(а+Д)=о(ев)+о(\); 

o(ka)=kola) 
其 中 EP,a ,BEV, 则 称 | 是 线性 空间 V 到 线性 空间 W 的 同 构 映射 . 记 作 V 
WR v mW). 

特别 地 , 当 立 = 殉 时 ,也 说 = 是 线性 空间 V 的 自 同 构 . 

2. 同 构 的 性 质 

i Vom W 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,c 是 V 到 W 的 同 构 映射 , 则 

1) o(0)=0; 


2)o(-a)=-ola)}); 

3) 703 kia; ) = У) Рс(а,), а, € V, RE, ЄР. 

4) XV а, , а, SsU,60, C V , [u] Bt ZH z | sæ," Q, $m Н o (G, ),с(а,), 
…,ofo,) 有 完全 相同 的 线性 关系 ; 


5) (У) = (И); 
6) Жо яй, ос: УУ, Ва, А о(а) = pB,Ul o ' E W RA V 的 同 构 映 


7) #3E(V)= п, V< Р". 


56.2 Ü d 


1 设 PP,K 是 两 个 数 域 ,PCK, 关 于 数 的 加 法 和 数 的 乘法 ,K 构成 P 上 
线性 空间 .如 复数 域 C 是 实数 域 R 上 的 2 维 线性 空间 , 它 的 一 组 基 是 1,i, 而 C 
和 及 都 是 有 理 数 域 Q 上 的 无 限 维 线性 空间 .特别 地 ,P 是 PP 上 的 1 维 线性 空间 . 
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但 当 PEK 时 ,P 不 是 K 上 的 线性 空间 . 


例 2 RÆK 
19 0] 
A-|0 w 0 „= УЗ 
0 0 e 


i У= |А) (х) ЄВ х), R 是 实数 域 | ,证 骨 : 

1) V ATERKIA R E kE EE BS ET P, R 上 的 线性 空间 . 

2) Æ(V)=3. 

1) 证明 由 AEV, 则 VÆ, m УСЕ”. 

it f(A),g(A)C \У,Ж Н f(z=),g(z=)C€ R[z=]),%XF VECR,f(x)* g(x), 
kf(x)€ RLx ], lit, (А) + g( AJ, (А) СУ, V E R° 125 [al , 
即 V 是 R 上 的 线性 空间 . 


2) o s 1131 ирге 7173) ca gg 


2 


1, M x =3k, 

eds M n=3k+1, k € 7. 
o^, X n-3kt2, 

于 是 


E, 当 n=3k, | 
Zn M n-3ktl, — CZ. 
A^, MX n-3h*2, 
故 对 V f(A)€ V, А) [Жл A E A,A 的 线性 组 合 . 下 证 E.A, A^ 线性 无 
设 z,E+x,A4+zx;A?=0, 则 有 
Xi+Zz,+ rx,=0, 
en 


2 
qr, to zr; + zr, = 0. 


1 1 1 
НҒ о w 1|23(w-w )0,18 х,=х,=х,=0,Ц E, A, A! 线性 无 关 ， 
o wc 1 | 
E 2ECV) =3. 
100 
例 3 设 P 为数 域 ,A=|10 1 0IEP”. 求 已 ”中 所 有 与 4 可 交换 的 
3 1 2 
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矩阵 所 构成 的 线性 空间 V 的 维 数 和 一 组 基 . 


a, а 5 а a 
Ж ЫВ=|Ь, b, b, f$ АВ = ВА, 
Ci C» C4 
a,— 5,70, 
(acia cde 
cy = 64 73a4 — bz, 
a, a, 0 
ИП B = b, b, 0 | ,于 是 ,V 的 一 组 基 为 : 
3c, - Зар = b, c4,—-3a,—- b, cJ 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 Ü 0 0 0 0 0 
0 0 01,10 ZEE Zu 
-3 0 0) 10 -3 0j 1-10 07 0 -1 0 3 1 1 
& EC V)-5. 


l4 设 P 为 数 域 , 在 已 中 , 设 
а, = (1,1,0,0),0, = (1,0,0,1), 9, = (1.1, 2 1,0, f, =(1,2,0,1),Ё, = (0,1,1,0), 
R L(a,,a,,0,) + LOB, B) LCa,,a,,a, ПСВ, , B, B9 25 C8 — £8 Ж. 
Ж BTL(a,a,,0G)*L(B,..B,)-L(a,,0a,,a,.B,. B.) H, H 
Ж a,,0,,0,. f. ,有 的 极 大 无 关 组 即 可 . | 


1 1 110 100 2 2 
lio 12 1| ngang 0 1 0 -1 -1 

(meme bob)" 0 -1 0 1 001 0 -1l 
11 110 000 0 O 


其 极 大 无 关 组 是 gl ,cz ,as 或 a a, B, 2 а,,а,,В,,2 o Bu Ba CMRE 
L(a,,a,,0,) * L(B.,B.)8J35 Am L(a,,a,,0,) * L (B. ,82) 的 维 数 为 3. 
ТЕЖ 1 (а,,а,,а,) ПСВ, ,Pp,) 的 基 和 维 数 . 
首先 ,给 出 已 的 一 组 基 : 
є, = (1,0,0,0), 
є, = (0,1,0,0), 
e, = (0,0,1,0), 
e, 7 (0,0,0,1). 
їй(«,,а@,,в,,В,.В,) = (6,66, 6) A, ЖЖ, 
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0 
1 
МЕ 


O m Lm 
mM © го 一 


1 
| 
_ 1 
] 


= о Ф Lm 


1 0 
对 VY аЄ L(a,,G@,,@,) 1 L(Ófi, B). r «= х0 + 2,0; + rz,G, = у В, + 
y> B2, W 
О=х,@,‚,+х,@,+ х,@,— у, В, – у, B; 


А 


= (а, ,а,,а,, Bi. B.) T3 


У 
т X2 
T, 
| 22 
—-(8,,£;,£4,£,)A | T3 
- y, 
~ y, 
Tı | —2 —2 
X2 l 1 
BUR A| x; |=0, 解 此 方程 组 得 基础 解 系 :| 0|,| 1|. 因 此 , 工 (aas，,as) 
一 y) 1 0 
— y, 0 1 


NLB . B, ) 的 维 数 为 2, 它 的 一 组 基 是 
Bi. p, її – 2а, +а,, ~ 2а, та, +а;. 
A Ж LG, ao, ПІСВ,, B, ) BEMER, АКУН 


T] 


(a,,a,,0,, Bi, B5) | zs |=0 

ERA 

一 ya 
的 基础 解 系 ,基础 解 系 所 含 解 的 个 数 是 交 的 维 数 ,基础 解 系 的 每 个 解 向 量 的 前 3 
个 分 量 zi ,zzi 与 G1 ,0, ,G3 做 线性 组 合 (或 后 两 个 分 量 - yi. – у, У Bi. В, 
做 线性 组 合 ) , 便 可 得 到 交 的 一 组 基 . 

5 设 P 为 数 域 ,在 P”“ 中 , 今 
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V = à. b.c€ P. 


N Lesen]. v= Ë | 
y z -а c 

1) 证 明 V, 和 V, ЖА P^ BST BI; 

2) k V, + V, ж V, V, 的 维 数 和 一 组 基 . 

1) 证 明 BA V, fl V, 对 加 法 和 数 乘 都 是 封闭 的 , 故 V， ЯП V, 都 征 
P RTZ 18]. 


249 解法 1 
1 —1 0 ( 
易 知 , 维 (Vi) - 3, 其 一 组 基 是 | (| Jl jo =3, 其 
1 Ü 0 1 0 0 
_——# 
а КРУ a 


«d ce 946 bed 090) 


于 是 , 维 (V,)+ 维 (V,)=6. 
1 -1 0 0 0 0 1 0 0 1 
() 0 1 0 0 I -1 0 0 0 
1 -1 0 0 0 0 0 1 
| _ 
п [| DP JJ la JE V, + v, 的 一 组 基 , 于 是 


безе ohh оо alo ol) 


因而 , 维 (V, + V,)=4. | 


н" 


BER жуп VO =2. 设 | |e v, n v, An арт тац 


Хр Ж, 
Т 


з T4 


1 -1\ /0 0 1 -1) [0 0 
LM ШЕ еу, пуат, | ,jl | 线性 无 关 ， 


"| | ME ME V, v, 的 基 , 即 


-1 0 \0 1 
1 -1|/0 0 
пме Js п) 
解法 2 ДКК ЫН ”| ,由 上 例 的 解法 ,给 出 线性 方程 
Ly X4 
1 0 0 О OY 2: 
一 0 0 0 1 0! |2, —0 
010 -1 00121 ` 
01 0 0 liz, 
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解 得 基础 解 系 为 : 


1 0 

-1 0 
0 -1 

-1 0 
1 0 
0 1 


KCV ПУ.) =2, 且 V, v, HEE 
Ë ME e| 1 -1 (° 0 
0 0) M 0] \-1 中 0 | 


^ la bola olo 1 


H Ew K E V, + V,)=4.H V, 和 V, 的 元 素 形 式 ,不 难看 出 ， 


1 -1 0 0 1 0 0 0 
h Jh JL 01-1: | 
是 Vi + V, 的 一 组 基 . 
点 评 ”由 于 子 空 间 和 的 维 数 和 基 较 多 求 出 ,因此 在 解法 1 中 ,首先 确定 和 的 
维 数 和 维 数 的 和 ,再 利用 维 数 公式 ,确定 交 的 维 数 ,利用 交 的 元 素 的 形式 ,确定 交 
的 基 . 解 法 2 是 利用 通常 求 和 与 交 的 维 数 及 基 的 方法 求 出 .由 此 , 当 子 空间 的 元 
素 的 形式 给 出 之 后 ,解法 1 较 解 法 2 就 显得 更 为 简单 些 . 

例 6 设 P 为 数 域 ,在 P 中 , 令 
W,-—l(x,,r,.x5,z14)| x; 2х,+2х,=0,х+2хл,=0|\, 
W,-i(r,,x;.r.,x4)|x,—-4x,-2z4,*4x,-0l. 

Ж У, ПУ, 5 W, + W, 的 维 数 和 一 组 基 . 

R 解法 1 对 于 W, 1 W,, 解 方程 组 


жу 22x, *t2z,-—0, 
- +2х; =0, 
r, -4x, -2+, +4x,=0, 
得 基础 解 系 (一 2, -1,1,0),(0,1,0, D. BIG, 2ECW,00W;) 22, BC-2, - 1,1, 
0),(0,1,0,1) 5 W.O W, 的 一 组 基 . 
r, 2х, +2х,=60, | 
0 的 解 空间 ， 
Ат, (0, ) = 2. [8] лу, (У, ) =3. 由 维 数 公 式 , 维 (Wi + W,) =3. 
由 于 (一 2, 一 1,1,0),(0,1,0,1)E€ №, + W,, Ж И W, 的 一 个 向 量 (2， 
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对 于 W, + W,,H TW, 是 方程 组 | 


>, +2; = 


0,1,0). 由 于 (一 2, 一 1,1,0),(0,1,0,1),(2,0,1,0) 线 性 无 关 , 即 为 Wi + W, 的 
一 组 基 . 
解法 2 对 于 W, 和 W, ,分 别 解 方程 组 


x=, Зх, +2х,=0, 
和 х,-4х,-2х,+4т,=0 


维 ( Wi)=2, 其 基 为 (一 2, 一 1,1,0),(0,1,0,1)， 
维 ( W,)=3, 其 基 为 (4,1,0,0),(2,0,1,0),( 一 4,0,0,1). 
将 W, 和 W, 的 基 联 合 , 求 出 一 组 极 大 无 关 组 为 
«,=(—2,—1,1,0),@,=(0,1,0,1),,=(2,0,1,0), 
АК (М, + W,)=3, HEX а, ,а,,а,. 
对 于 W ПУ, , W ) Fe zH 


Xi 
-2 0 4 2 -4 

2 3 
-1 11 0 0 

хз = Ü 
1001 0 
0100 1/1 

Ts 


得 基础 解 系 ( 一 1,0, —1,1,00,(0, -1,1,0, D. (W, П W,)=2,H(2,1, 
-1,0),(0, 一 1,0, 一 1) 为 其 一 组 基 . 
点 评 解法 1 利用 维 数 公式 求解 .解法 2 是 利用 W, 和 W, 的 基 联 合 求解 . 
这 两 种 方法 是 解决 此 类 问题 的 最 基本 的 方法 . 
例 7 ix V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,证 明 不 存在 V INR T SI У,,У,, 
V,, V,, Vs ,使 下 列 四 个 条 件 同时 成 立 : 
1) V,,V,,V,, Va, Vo НЕА]; 
2) 任意 两 个 子 空间 的 和 与 交 仍 属于 这 五 个 子 空间 ; 
3) VC V,C V,C V., V CS V,C V,.; 
4) V, S V, 和 V, 5 V, 之 间 没 有 包含 关系 . 
证 明 ( 反 证 法 ) 假 设 存在 满足 题 设 中 四 个 条 件 的 五 个 子 空间 V, Vi, V3, 
Vs ,Vs, 由 条 件 3) 
V,tV,CV,+V,. 
由 条 件 4) 
у, у,+уУу,,У, У,+У,. 
H Ж 2) 和 3) 
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V,+ V, = V,+ V, = V,, 
因而 
维 (V,)+ 维 (V,) 一 维 (V, 门 V,)= 维 (V,)+ 维 (V,)-- 维 (V, 门 V,). 
由 条 件 4) 
VN V, V, VN V,S V,, 
v, V.S V.,, У, n V.S V,. 


由 条 件 2) 

V,(YV, = У, ПУ, = Vi, 
因此 Ж (У,)=Җ (У,). 
由 条 件 3), 


V, = V,, 
与 条 件 1) 矛 盾 , 故 满足 题 设 条 件 的 五 个 子 空间 不 存在 . 

例 8 W Vi,V, 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,证 明 У, U V, E V 的 子 空 
闻 的 充分 条 件 是 V, СУ, 8 VZV]. 

WH 之 显然 . 

证 法 1 设 ViUV, 是 V 的 子 空间 , 且 У, ФУ,, У,ФУ,, ШЕЕ ас у,, 
a V, BFE BEV PEV. ATF У, U V, V 的 子 空间 ,因而 @+ p€ v. 
UV,,TEHa-fBCV,,ia-BC у, КВ BC V sk асу, Уу абу, Н В 
€ VIA Ait V, Cc V, V,C V,. 

证 法 2 5 VEV, WFE aC V ad V,,XFV p€ V.,H+ V,U v,E 
V 72: 8, m a+ pe VU V.H асу, H ВСУ, Ш a+ p€ у,. Ні, 
a+ BEV ,继而 有 PEV, 即 V, V.. 

AF ”证明 此 种 类 型 的 问题 ,证 法 1 和 证 法 2 是 最 基本 的 两 种 方法 ,希望 能 
通过 这 一 例题 熟练 掌握 其 证 明 的 基本 思路 . 

19 设 V, VERR P 上 线性 空间 V 的 两 个 非 平 凡 子 空间 ,证 明 ,V 中 
ЖЕҢЕ а, обу, ,gg V.. 

证 法 1 H V, É V WE. rui , 故 存在 а, аб У, , жабу, , і 
成 立 . | 
# aC€ V,,H V, 的 非 平 凡 性 ,存在 B € V,,# B V, , 则 结论 也 成 立 . 

# BCV,.FiEa* BE V,,a* p€ V,. 

ж «atBc€V,,H Be€V,,l")ecV,, 5S «€ V 7A WW a+ BC \У,, Жа 
+ Bd V... 

证 法 2 BEX V ec V. e€ V sk ac V,,NJ V U V, = У, У, Ú 
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VÆ V 的 子 空间 ,由 例 8, УСУ, 8 VC V, AW ЕЕ V. = V sk V, = V 5 
K A ЕРА, ЕЕЕ a, Eag V aV. 

点 评 证 法 1 是 我 们 最 容易 想到 的 证 明 方 法 .证 法 2 借助 于 例 8 的 结论 ,证 
起 来 较 简 单 ,但 不 能 像 证 法 1 那样 将 不 在 ,也 不 在 V, 中 的 元 率 找 出 来 . 

#110 设 V,V;,…,V, 是 线性 空间 V 的 * 个 非 平 凡 子 空间 ,证 明 V 中 至 
'^bffiknEaítsadV.i-l.- 

证 明 对 ;用 数学 归纳 法 . 

M s =2 时 ,由 例 9, 结 论 正确 . 

假设 对 5 一 1 个 非 平 几 子 空间 的 情况 ,结论 正确 . 

我 们 对 s 个 非 平 凡 子 空间 V ,VV,,…,V 的 情况 进行 证 明 . 由 归纳 假设 ， 
aEV,,i=1,2,.…,s—1. 

аф у, „АИА. 

жас V, ,H VEZEL, KIREV, РЕ VRC P,za + BC У,. Ж k, 
k,EP,k 2k, b, G + В, р, а + p 不 属于 同一 个 V,i=1,2,…,s 一 1, 任 则 ， 
3:3 ү, ,1<А<5-1,1 6 Аа+вВ- ра - В = (k, -k )an € V,, ELT А, -k £ 
0, 因 而 a EV, 逆 盾 . 

Æ РФ, s ЕТАН k , А, , 5-6,0, ,由 上 述 证 明知 在 回 量 组 Ra + 
BP,kat p,e kath Ф, Ij OSJSs HE kat В ART V, Va ，V,_ | 中 
的 任何 一 个 ,而 ka + p€ V (Ж ВСУ 2386), Ж да+ ВАТУ, , У,, 

,VV 中 的 任何 一 个 . 

例 11 t V 是 数 域 P EB) n 维 线性 空间 ,V "PUR s 组 问 量 ,是 每 一 组 都 含 
有 t ХАНЗЕ ЗЕЕ В, , В, ,1=1,2,-,5,1< п, ЕҢ V 中 必 存 在 n 一 t 
个 向 量 ,它们 与 每 一 组 的 z 个 线性 无 关 向 量 的 联合 构成 V 的 一 组 基 . 

uH 5 V, =L(Ba, s Bi), 151,2, ,s, BH t< n, IA VÆ V ЗЕ 
平凡 子 空间 ,i=1,2,…,;, 由 例 10, FE a, € V H a RRF У,.У,, т, VP 
的 任何 一 个 .因而 æ ,有 ,有 REER. i—1,2,7, 5, 

若 1+1<n, 令 W. = 1,(@,.Вл, 1), 克 也 是 Y 的 非 平 凡 子 空间 ,; = 
1,2,…,s. 同 理 , 存 在 a,€ V,féit a,,G ,PB ,… ,PB 线性 无 关 ,i1 = 二 1,2,*…，,s 

如 此 继续 下 去 ,可 得 到 V 的 nn 一 :个 向 量 @,,…,Q,_,, 使 得 a ,…,a,.,， 
В. BA V 的 一 组 基 ,i=1,2,…，,s 

例 12 设 V,V,,…,V, 是 数 域 P En 维 线性 空间 V 的 非 平 几 子 空间 ,证 
明 存 在 V 的 一 组 基 ,使 基 中 的 每 一 个 向 量 均 不 存在 Vi 中 ,i=1,2,…，,s 

证 明 对 用 数学 归纳 法 . 
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当 s=1 时 ,由 V EF А, (У,)=,(<л),%Ф a,,a;,:7,0,79 V É 
一 组 基 ,并 将 其 扩充 为 V 的 一 组 基 gi, E, EE, I 6 = +e Li 1, 
“…, 了 ,由 于 e, $ Vi’ Не, ==, te € V, RAWE s. 8 Е, ,Е, Ж 
VÄTE, EL IG AE HP RS RE IR] EISE V E. 

设 子 空间 的 个 数 为 -1 工时 绪论 成 立 ,下 面 对 子 空间 的 个 数 为 s 时 证 明 结 论 
也 有 成立 . 

由 归纳 假设 TE У 8—1 ж 6, BoB ,使 对 每 一 个 BiSL en, A 
B.€V,,j-l,,s-1.H У, ЗРЕЛА, Е B, € V. BI, В, 
€ V M B, ss B € Vir n), B, + mp,,(m=1,2,…) 中 不 能 有 两 个 同 
时 属于 Vi Vono У, ВЕ. CEA Bit mi B, В. + m B, € — У,, 
m, m, MVE p. € У, #28), Am, SRA m fE B, mB 不 属于 所 有 的 V,， 
<; <s - 1. 

[H38 Э m m,m, ,使 B, + m, B.B, + m. BL TRE PUR У,,1<] 
<:s 1. Р В. + m,B. B t m B... .. 7 В, 就 为 所 求 的 V 的 一 组 基 . 

例 13 B 0,,0,,- 7,0, E BOX P. E 维 线性 空间 V 的 一 组 基 , 有 A = 
(aj) E P, Bi B, B, Є V, HW Æ (B.B... B) = (aa , 0, )A. WE 
明 : 工 =(p ,5 ,…, 及 ) 的 维 数 等 于 4 的 秩 . 

证 法 1 Wt ALS A ЖАЯ, B, = (e,,G,, G, )А,. V В Boo В, 
是 NN ,…, 有 中 的 任意 + 个 向 量 , 则 有 


2з; = 06 2,2, (G, ,05,,'*,0, JA, = 0 
e (8, .,, )х,А, = 0 
il 


' oA, — 0, 

于 是 知 ,有 ,有 ,…, 记 与 其 所 对 应 的 上 个 列 向 量 A: ,42，…,4* 有 完全 相同 的 线 
ХА. B... |o IB. УА, A5, ,和 AA, 有 相间 的 秩 , 即 L (B, B, p.) KIE 
数 等 于 4 的 秩 . | 

证 法 2 设 L(B ,PB,,… B RKR r, E Baa B SR. 

对 于 B; ‚В. B; 所 对 应 的 A 的 7 ММА A A2 Aji УЛАА, 一 
0, 则 有 | 

S (a, C2, )rgAg = 0, 
ИП 
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> z (Gi ,G@,, 0, JA 4 — 0, 所 以 T jk — 0. 
Р = ] k=l 


H B. Boss В. 12625, 2 =0,k = l, r ,А, TV 


US , ,线性 无 
x. 


Xt i = 1.77.5, B. = >a; "TEE 
[=] 


(Gum, )А, = B; = >а = Ха (0150, )А, 
i=1 i-Í 


— > (a, y , €, Ja A; 


і= 1 
— (a, ‚©, 357 , €, ) > ,aks ? 
i=l 


故 有 А, 一 SA 一 1,…,s. 因 此 Å; Ån U’ A, 为 A 的 列 回 量 组 一 个 极 
大 线性 无 关 组 , 即 A 的 秩 = ,也 就 是 说 工 (有 ,有 ,有 ) 的 维 数 等 于 4 的 秩 ， 


X Vi 
证 法 3 4 о:У—Р',а=(@,,@,,,@,„) N > . 


X, X, 

由 于 a,,a,;,"-,a,J& V Ж, o E V EPRI. 2 ub 
Уа, Ве V.,ol(me +BB)= ф(а) + (ДВ), 
VRCP,VaC у, (ка) = kg(a), 


因此 V =< P" ,于 是 , V 中 任意 向 量 组 与 已 中 对 应 的 向 量 组 有 相同 的 线性 关系 . 

н (В, ,.B,., 2 B. ) = (G. , 02 G, JA ,对 Vi 有 = (Ci0 ,@„)А,,А, 
为 4 的 第 ; 列 ,因此 ,58 ``", В. КУЕХ Я УА 的 列 回 量 组 4 ,А,, …，A4， 
的 极 大 无 关 组 对 应 , 即 有 ,有 12,…, 及 与 4，,4:，…，,4. 有 相同 的 秩 ,从 而 
L(B ,PB ，…,p,) 的 维 数 等 于 А 的 秩 . 

点 评 ”在 数 域 P 上 的 维 线性 空间 V 中 , 任 给 定 一 组 基 , V 中 任 一 向 量 组 
与 在 这 组 基 下 的 坐标 所 构成 的 已 中 的 向 量 组 具有 完全 相同 的 线性 关系 ,因而 对 
V 中 向 量 组 的 研究 完全 归结 为 对 其 坐标 的 研究 . 

例 14 设 P 为 数 域 ,AEP”:,BEP ",aEP" ,证 明 

1) W= | Ba | ABa = 05 PIT 518; 

2) Æ(W)=r(B)-r(AB). 

ШВ 1) 对 VBa,CaEW, 其 中 B,CEP*",A(Be+ Ca) = ABa + АСа 


-0, 所 以 Ва+ Сас W;YkEP,A(kBa)=k(ABa)=0,P 所 以 kBa C W, EJ 
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W 是 户 的 子 空间 . 

2) R r(B)^r,r(AB)- г, 

BX =0 的 解 空间 V BJ EUN p—n-r, 
ABX —0 的 解 空间 V Æ q—n- t, 

iX a€ P, Ba =0, 则 有 ABa =0,fFF V C V,. 

HR V, 的 一 组 基 gl ,go 将 其 扩充 为 V, ЮЖ a,,0,,77,0,,0,.5.77 
a H W= (Ва | ABa =0}), 8) W= L (Ba, ,Ba ,Ba ``, Ва). Н Ва, = 
= Ва, -0, 8 У/=1,(Ве@„,,,,Ва„). 

下 证 Ва, ,,, Ba, 线 性 无 关 . 

Ж z, Ва, + + х„Ва,=0, В(х„.у@„,, ++ z G, ) = 0,0, 

Z, G, * 77 * r8, € Vi, 

于 是 ,yy 使 zhao ++ = уа + + у,@,. 

EUCPo8g,,0,,77:,0,,0,,,,77,0, МУ, UAE, Ш z 20,27 1, q, X 
Ba, ``, Ва, 线性 无 关 , 因 此 ， | 

#E(W)= qg p=(n—t): (n -—r)=r—t=r(B)- r(AB). 

例 15 设 P 为 数 域 ,在 PLz1, 中 ,证 明 

1) = (хта) (к-а) (хта) (z-a,),i=1, n ЖЕР| z], 
的 一 组 基 ,其 中 а ,a,,…,a, 是 互 不 相同 的 数 ，; 

2) 在 1) 中 , 取 a a e a, EEEn 次 单位 根 , 求 由 基 1,x,…,zx”!' 到 f, 
f;,… f. DPH Е. | 

证 明 1) B fiho ARERR, W 3 £ fi И, fasts faf 
… FREER. W f, = ifite t z. fia f z. fi font t zr f, ха, 
5i 7::31250 ,而 右边 =0, 矛 盾 , 因 此 f,,f,，… 5, ВЕЖ, И fous fu 
Pix], WJ — #8. | 

2) Haa, ,a, 是 全 体 单位 根 ,由 1) X V i, 


п 

— 1 _ _ | | | 
=== 1+ ал” ^ta qvx a" 2 cta. 
-1 -1 n-1 

a a» a 
T2 -2 n-2 

Ul а» a 

因此 ， (Лу... fa) = (1,z, r) 

ai a; a, 


1 1 … 1 
#116 设 二 次 型 f(r, ) BIER n, uE BH TE R F, FERRA 
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Ti 
т\т I5 DISEAIB Vi ,使 任 一 | Є, f(z) 20,8 s 


E n 
为 二 次 型 的 符号 差 . 


Ti 


证 明 it /(х,,х,,,х„)= XAX, Ф X= ^1 ‚А — A UT. A, FE 


X. 
HJ Е C ,使 
1 
р 
, 1 
С'АС= P ‚з= p-q 
q 
— 1 
Yı 
N _ _ |72 
7 X=CY,Y= a , 则 有 
y, 
Ратод) = ener) oye tX» ona mo Yee 
0 : 
1 0 
0 0 | rb | |í 
: | [P 0 
m 0 0 0 
£ b. Ү, = 1 , Y, = 0 SUUY.— 
MM l 0 z 
: () q 0 


则 op(Y,)=0,i=1,.…,g. 
由 于 Y,，,…,Y, 线 性 无 关 , 令 Vi = L (Yi, Y.) ЕСУ) ao 
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- 151), ME, Xt YE Vs e(Y )=0. 
H Х=СҮ,С 可 逆 , 因 而 X, = CY, ,X, = CY,,… X, = CY 线性 无 关 . 


4 VLC X5 X) (У) == (п 151), ME, XY x 


€ V,,d3Y€V,,.fii X- CY, 从 而 有 f(X )=o(Y)=0. 
ж pg, 可 类 似 的 证 明 结 论 成 立 . 
0117 设 P 为数 域 ,给 出 Pi 的 两 个 子 空间 为 
Vi = l(a,b,c)la-b-7c,a,b,cCPl, 
У, = I(0,rz,y)|=z,yC€ P. 
证 明 :;P = У, +У,. 
WRA 证 法 1 SA V i = 1(1,1,1), У, = 1.((0,1,1),(0,0,1)), V(a,b, 
c)€ Р? ,(а,&Ь,с)=(а,а,а)+(0,Ь-а,с-а)Є V, + V,, 因 而 
P'= V, +V. 
Hi 2E ( Vi) 2 1,26 (V) 22, Am 
AE (Vi) - HECV,) = (У, + V4), 
故 P? = V, EV, 
证 法 2 ЖЕР = У + У,, (х,у, х) СУ, ПУ,, (х,у, х) ЄУ,, 
可 推出 х= у= х. (х, у,х) Є У,, ЖН х= 0. AE, х= у= х= 0,8 V, N 
V,-l0], Ami Р-У, + V,. 
证 法 3 对 于 P= Vi+V,, 取 V, 的 基 (1,1,1), 取 У, (0,1,0), (0,0, 
1) ,显然 有 (1,1,1),(0,1,0),(0,0,1) 为 P 的 基 , 即 V, 5 V, 的 基 的 联合 为 P 
= V, + V, 的 基 , 因 此 P^ = V, V,. 
AF ПЕНЕВА aj | 8 AR E BE47 T WEH, ДЕШЕВН SER PE 
对 不 同 的 问题 ,选择 最 优 的 证 明 方 法 . 
例 18 | UU MW r3 3 7j f £H 
Zi 十 Z 十 十 并 二 0 和 x, = xz, =: = zx, 
的 解 空 间 ,证 明 P'= 0+ W. 
证 明 证 法 1 HI T x, + x; + + rz, =0 的 系数 惩 阵 的 秩 为 开 所 以 ， 
维 (U)=72=-1, 取 CU 的 一 组 基 为 
а|=(—1,1,0,.,0), 
@,=(—1,0,1,0,,0), 


о„=(-—-1,0,.,0,1). 
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方程 组 T] = X5 = -=x B| 5 > 


1 —1 0 e Q () 0 
T] 
() 1 -1 - 0 0 Ü 
. . . . . . +> 
: : : : : : 120, 
0 0 0 s 1 -1 Ü | 
+, 
() () () e Ü ] -] 
系数 矩阵 的 秩 为 n 1, НЮ (7) — 1, HEX 
B=(1,1,…,1). 
由 于 行列 式 
_ 1 () 0 0 
() 1 -1 … O0 0 
| z0, 
0 0 1 -i 


Bir VÀ Xi,X5,77 Xx, aS В 线性 无 关 . 故 
P'=L(xi,x,, "x B) = L(xi,x,,"”'' ,х„-у) + L(8)= U+ W 
证 法 2 将 两 个 方程 组 联 立 有 


1 -1 0 :0 01fz 

0 1 -1 = 0 0 | |x 

. . .| 三 0， 
0 з — 0 1 -llz, 


НРА КУА, ARAFA, B UU W = 101, S Ji: 
(О) + ECW) = *EQU + W), 
H T23ECU)=- n-1,8E(W)= L, BEA, ECU + W)= n, FEA, ,P' = U+ W. 
点 评 由 此 问题 的 特点 ,由 于 U ЖЯ W 的 基 不 确定 ,UU W 易 求 出 , 故 利用 
维 数 公式 或 基 的 联合 是 证 明 该 问题 的 较 好 的 方法 . 
例 19 ix M 是 数 域 P En 阶 循环 矩阵 的 集合 , 即 


а | Я» a 

a à, а, -1 
M-—Áj|ja,, a а„-›|!|а;ЄР 

a» Яз °° а 


ЕВ: M 是 P"”* "的 子 空间 , 且 对 YA,BEM, 有 AB = BA ,并 求 M 的 维 数 
和 一 组 基 . 

证 明 由 于 两 个 循环 矩阵 的 和 以 及 数 与 循环 矩阵 的 积 仍 是 循环 矩阵 , 故 M 
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是 已 “的 子 空间 . 


0 Е, 0 Е,., 
p= | Foam? Р) саст 
1 0 E, 0 
35 D'CM.H E,D, D, e, D ' £&TEX X. 
对 于 
а, а; а 
а а | 2,1 
А = : € M 
а,-1 а, а, -2 
а; аз 7v а 1 


А= а, Eta, Юр +а, р‘ +- +a, D"  ,ik*E(M)— п. VA, BEM, R А = 
0) ,В= g(D),W| AB = f(D)ig(D)- g(D)f(D)- BA. 
例 20 i PNSTOX.,ACPU',f(x),g(x)€ P[z]),B(f(z),g(=z))= 


1 


14 x= |“? | ,对 于 P" 的 3 个 子 空间 


V=IX€CP'|f/(A)g(A)X=0|, 
Vi - IXCP'|f(A)X-01, 
| У,={ХЄР'|&(А)Х=0}|, 
证 明 V = V, + V, | 
WRA H T УА) (А) = gCA) CA), AM V,, VSV, РЕ V, + V,— 
V. | 
HT(f(z=),g(z=))=1,W А и(х),о(х)Є P[z],ËË f(x)u(x) * (х): 
т(х)=1,АИШЯ 
f(A)uCA) * g( A)v(A) = E. 
对 任 一 аЄ V, 
а= Ea - (f(LA)u(A) + g(A)v(A))a— f(A)u(A)a * g( A)v(A)a, 
Нас У, Am f(A)g(A)a-0. FÆ, 5 а, = (А) и(А) а, а, 
gCA) (А) а, W | mn 
А), = g(A)fCLA)u(A)a— u( AJ fL A)g(A)a 70, 
/\А)@,= f(A)g( A)v(A)a— (А) (А) (А) а= 0, 
Ша, СУ, ,а, EV, Basa +а, Є У, + V, = ү, + V, WU V= И, + У, . 
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w ВСУ, ПУ, , MW /(А)В=,(А)В=0, k 
B-EB-— (А )и(А)В + g(A)v(CA)B—0. 
Pl V ПУ, = 101,8 V= У, + V,. 
0121 设 P 为数 域 , 令 У = |AC P'”"JA=A' |, У, = |ВвВЄРр"*" | p= 
-B }. 
证 明 P” "= V,+ V,. 


证 明 证 法 1 УАЄР"", ДА-АА AC A 由 


2 2 
AtA'| _А+А' [A-A'| А-А A-A 
2 2 "| 2 2 2 
+ - A x 
маа. A’ E V,, _ A = C V, , 即 有 P" "=V + V,. 


- У. ПУ,, Д B=B = -B.,Nm B-0,B] V ПУ, = 101, W5 P” 
= V +V. 

证 法 2 H VEX, E; +E; EV, HP Е, K: 115 AnA t £ 
лж 0. SER , PUR Е, + E; 是 线性 无 关 的 ,i,j=1,…,n, 且 是 ,的 一 组 


SOM (Ye TT шш E; Е.(:>3) Є V,, 且 线性 无 天 , 即 是 V, 的 一 


组 基 , 因 而 维 (V,)= 一 = 一 .又 由 于 Vi 门 V,=10|1, 因 此 n= 维 (V,)+ 
(V) SC E VL)" "=V, + V,. 

证 法 3 由 证 法 2, V, ER E, + E, ,i,j= 1, n. V, BJ 35 E E, — E, , 
i j=l, enn, H i>;. 

üt >, x (E; + Е,)+ 3G. - E,)- 0. (1) 


1,3= 1, »- 


设 i 之 j,k > 1. РЖ 


D(z + yu )E,, + DzuE, + X6 — yy )E, = 0. 
ATIA Е, 线性 无 关 i j=l n. d 
хы +y, “O, £y F0, £u -— yu = 0, 
其 中 ITL m B y> 因而 ,所有 的 0.41 且 所 有 的 yu =0,k>l. 
这 就 证 明了 所 有 的 E, + E, MRAR E, - Е, НЕМУ, + V, 的 基 , 故 
i Р"*"= V, + V,. 
凡 评 3 种 证 法 均 使 用 直 和 的 判别 条 件 ,证 法 1 和 证 法 2 较 简 单 些 ,但 证 法 


3 的 证 明 要 正确 理解 (1) 式 和 下 标 符号 的 使 用 ,最 后 证 明了 基 的 联合 仍然 为 
· 204 ` 


р" "В. 
А, А 
ME 
Bj 已 是 齐 次 线性 方程 组 4 和 =0 与 4;X=0 的 两 个 解 空间 V, УУ, ЕЯ. 
ШЕН 5 :(А,) = r,H A Ж, r(A,)= x - r, NI (У, )= x 5, 
Ж(У,) =. 
Bt gl ,gs 8， ,为 Vi 的 一 组 基 , п, mw», n Л У, 80—482. FE E, 
£;, 7. £,- 5 1h 127 T RETR. 


设 дё toe tkgm.,etlhg tv + ln =0.% а= ha +С + 


96122. WX A Än Bin sg RE, fE A 的 两 行 之 间 划 线 分 块 使 A = 


k,.,£,.,—7 — i T. U Ln, , uj «Є Vif] V, ,因而 
Ае = = == 
А, А, а 


由 A n[35,7H а= 0, 8 А, ё, +e +Ë 5E 70,9 **19, 20. HT £,, 
£j,77,£,. Em no. 0:2) 313 V, V, 的 基 , 上 故 有 ,=0,i=1,… nr 
=0,7 二 1,…,r. 因 而 £1,€5,77,£,.,5^ 5,5 15, c, n 线性 无 关 , 即 E, 8, , `", 
£. Noms n, ЖР 的 一 组 基 . 故 有 P^ = V + V,. mM 
123 Ut V 是 数 域 P EH n 维 线性 空间 , V1,V, 是 V 的 子 空间 , 且 维 
(Vi+V,)= 维 (Vj 门 V,)+1, 证 明 
Vi +LV,= V, V ПУ, = Vu V, + V,= V,, V, ПУ, = V.,. 
证 明 由 维 数 公式 维 (Vi)+ 维 (V,)= 维 (Vi+ V,) +#E( V, ПУ, ). 
由 已 知 条 件 , 维 (Vi)+ 维 (V,)=2 维 (Vif1V,)+1, 于 是 有 
(Ж(У,)-Ж(У,ПУ,»))+ (Ж (У,)-# (У,ПУ,))=1. 
从 而 得 2E (У,)-##(У,ГП У,)=0 sk 1. 
ж##(У,)-##(У,ПУ,)=0,Ш V, ПУ,СУ,, UR V, = V, У,, Ht 
ПЯ Ү,СУ,, ES V, + V, = У,. 
Zi (V1) - (У, ПУ, ) 2 1, BUR HE(V;) - (У, ПУ, ) 20,28 W, 
4 У, ПУ, = У,, В У, + У, = Vi. 
24 X C 为 复数 域 , 令 


1) 理 关 于 和 矩阵 的 加 法 和 数 与 矩阵 的 乘法 构成 实数 域 R 上 的 线性 空间 ; 
2) Ж Н 的 一 组 基 和 维 数 ， 


apec]. 
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3) 证 互 与 有 同 构 ,并 写 出 一 个 同 构 上 映射. 
WA 1) 由 于 C ”是 实数 域 R 上 的 线性 空间 , 易 证 在 实数 域 R 上 ,日 是 


cu. 
1 0 0 1 1 0 0 i 
2) 44-| A; = | E ]4.-| | 
 ' do 17 ^ A-ri 0/7? $0 i] \-i 0 
4 k, + k,l R + Ё„\ 
设 > k.A, = 0, 5 = 0, 从 而 有 
> | (А, + k.1) Ё, + kl 
k, + А1 = 0 
k, + Аі = 0, 
Вр k = р, = р, = k, = (0), 
Ж А, A, A, AREAK. 
а tbi c + di 


对 VAEH, 设 4= | ‚Д А =аА,+сА„+ЬА,+4А,, 


-(с+ 41) a+bi 

因而 А, ,А,,А,,А4, Е H B-B, JA 8 3E(H)=4, 
3) E FAE(R') = (Н) =4.# НЕ". 

а + рі с t di 

—(ctdi) a+bi 


Фан. ( rises d) z ен SER S RR 


ШЕЙ]. 


8563 3 HB 


1. 设 忆 是 数 域 ,在 P' 中 , 求 由 基 el ,az ,os ,a, 到 基 p, , ,有 ,有 ,的 过 渡 抵 
Е ,并 求 向 量 £ 在 所 指定 基 下 的 坐标 . 


Xi 一 (1，1，1， 1), В. = (2, 1,~1, 1), 
2, = (1, 1,-1,-1), | p.= (0, 3, 1, 0), 

1) &,—-7(1,-1, 1,-1), B.-(5, 3, 2, 1), 
а= (1,-1,-1, 1), В. = (6, 6, 1, 3), 

ё = (х,,х®,,х,,х„ ) Æ В. B. ,1 ,5. 下 的 坐标 ; | 
&,-(1, 2,-1, 0), B = (2, 1, 0, 1), 
а,=(1, 1, 1, 1), B,=(0, 1, 2, 2), 

2) 60,-(-1, 2, 1, 1), pB.-(-2, 1, 1, 2), 
а,=(-1,-1, 0, 1), B.-(1, 3, 1, 2), 


ё= (1, _ 1, 0, 3) Æ 0,,0,,04,,0, ГМА; 
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«,=(1, 0, 0, 0), В,=‹\1, 1, 0, 1), 
3) &,—-(1, 1, 0, 0), В. = (2, 1. 3, 1), 
а,=(1, 1, 1, 0), B.-(1, 1, 0, 0), 
а,=(1, 1 1, 1), ` B,-(0, 1,-1,-1), 


£=(1,0,0, - DIE B. B.. B... B. F BJA PR. 
2. 在 已 中 , 求 一 非 空 向 量 在 基 
g, = (1,0,0,0), е, = (0,1,0,0), е, = (0,0,1,0), е, = (0,0,0,1) 
Ый = (2,1,-1,1), 2, = (0,3,1,0), = (5,3,2,1), n. = (6,6,1,3) 
下 有 相同 的 坐标 . 
3. Wt P ERR, E P F, RAR a, a, , a, as 生成 的 子 空间 的 维 数 和 一 
组 基 . 其 中 
а, = (1, -3,2, -1), 
а,=(-2, 1, 5, 3), 
а: = (4, -3, 7, 1), 
а,=(-1, -11, 8, -3). 


0 0 1 
4. РУЖЕ, А = 11 0 О, P” 0 25А] C(4) 的 维 数 和 一 组 
4 -2 1 


基 , 其 中 C(4) 是 P 上 与 4 可 交换 的 3 阶 方 阵 的 集合 . 
5. Æ PF, RIRA 
zr, tT, —-3x,-x, =0, 
лу “x +2ху— zx, =0, 
4r,—-2x;t6x4,t3x,-4x,-—0, 
2x; +4x, —2x, 十 4дх,—7х, -0 
的 解 空 间 的 维 数 和 一 组 基 . 
6. 在 已 中 , 设 
а,=(1,1, -1,2),@,=(2, -1,3,0),0;=(0, -3,5, -4), 
В. = (1, 2, 2,1), B, - (4, -3,3, 1). 
^ V,—-L(8,,0,,0,),V, = L(BJV, B, ) oK V, + V, V. f) V , B3 2E ACRI 


一 组 基 . 
7. 给 出 数 域 P 上 的 两 个 方程 组 : 
x, tz, tz, Tx, Tx, =0, ху + x 一 37z4 - жх; =0, 
3z, t2x,t x, tx, —-3xz,—-0, ri Tz} *2ху— T, = 0, 
r,t2x4,t2xr,t6x2,—0, M 45, 一 27; + Өт, —-ár;-—0, 
3x, táx; t3x,t3x,—2x, =Ü Ax, t4x,-—-232, — 7х5 = 0. 
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它们 的 解 空间 分 别 是 VA У,,Ж VAVA V + V, 的 维 数 和 一 组 基 . 
8. 设 P 是 数 域 ,A4,B,C,DEP” "日 满足 条 件 4B= BA,AC* BD = Е, 
H P" 的 三 个 子 空间 
V-ixCPFP'lABX-0!, 
Vi, =Íx€P'|BX=0!, 
У,={хЄР"|АХ=0|. 
证 明 V = V, + V,. 
9. £ V,, W P 上 线性 空间 的 两 个 子 空 间 , 且 У, СУ, V, £ V 
中 的 解 空间 是 V, ,证 明 W — V. + ( V,1 W). 
10. 设 V,, V,, У, #6 n 维 线性 空间 的 子 空间 , 若 
VEV У ПУ, = У, ПУ,, У, + V,= У, + V,, 


证 明 У, = У, . 
= ñ MINE 
b a 


1) M 是 R 上 的 线性 空间 ,并 求 M 的 维 数 和 一 组 基 ; 

2) 复数 域 C 作为 R 上 的 线性 空间 与 M 和 辣 构 ,并 写 出 其 同 构 映 射 . 

12. & V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,V,…,V, 是 V 的 子 空间 ,着 W = V, + 
У, +: + у ЖААЖ, ПЕВ W 的 每 个 向 量 的 表示 法 都 不 唯一 . 

13. 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 , 且 V 关 101 ,证 明 V 不 能 表示 成 它 的 两 
个 真子 空间 的 并 集 . 

14. it W Èn 维 线性 空间 V 的 一 个 子 空间 , 且 0< 维 (W)<n, 证 明 W 在 
V 中 的 余子 空间 不 唯一 . 

15. 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 , V,…,V, Æ V 的 子 空 间 , 证 明 V, 站 


УУ, = 10 的 充 要 条 件 是 站 SV, = 101. 


1 

16. РУЖЕ, Р" “中 , 令 

Р" "Е. = | АЕ, |АЄР"*" |, 

其 中 E, deni $1; 99 1, AROUR OH m x n ЖЕЕ ,1<:< n ,证 明 

1) РР. Е.Р" "的 子 空间 ,1 所 i 二 nn; 

2) P"""- p"""E, + P'E, +++ P"""E . 

17. # A Jm X n ЗЕЊН, 9 U XX A 的 列 空间 ,W 表示 44 的 列 空间 ， 
证 明 U = W. 

18. Ut V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 (未 必 是 有 限 维 的 ), 春 VV 的 一 个 非 空 子 
ET HERI: 
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1) T 的 任意 有 限 个 器 量 都 线性 无 关 ; 

2) V 的 每 个 向 量 可 由 荆 的 有 限 个 问 量 线性 表示 ， 
ИЖ T B V 的 基 . 

假设 V , V, V 的 两 个 子 空间 ,TT ,TT 分 别 为 其 基 , H Т,(\Т,=@,Т, 
UT, 是 V + У, ЮЖ, ШЕВ V, + V, 是 直 和 . 

19. 设 P HUR, AEP", H A HEISE A АФ 


An A, -1 B. B; 
А = А = 
Ал А; B, B, 
其 中 ANEP ,BLEP ", 


设 W MUSEA Au X = 0 和 B,,Y=0 的 解 空间 ,证 明 :W 守 UU. 
20. 设 P УЗЕ HARER Amen), ÆR, E Р" 中 存在 x ТШШ 
8,,0,,77,0, ,使 其 中 任意 n Ti E Zk TEA ZX. 


86.4 3 É Š £ 5 W N 


3 11 -— 4 1 1 
4 1 4 4 o Ж: t y x; T3 O 4 
3 1 5 1 1 23 
+ > 下 2 5571 t g fa 323» 337. 
1.1) , 
(1 01 3 1 1..2 
4 2 4 2 371 3^ 
3 1 1 _ 1 1 26 
4 l 4 7 271 7 git 33i +3774 
1 0 0 1 
5119 JL ge m сэз) 
0 1 1 ' 4\13”, 13?’ 13' 13 
1 10 - 
0 1 0 -1 
-2 1 2 1 3 
3 , [-1 -L, 4, - >). 
1 0 -1 
2. (1, 1, 1, -1). 


3. 维 数 为 3,0,,0,,04,2€ — AH. 
4. Ў ВЄР° B. AB = BA, 求 得 B 有 形式 
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а — 2c b 
В = 


b-c  a-4c C 


4b—-2c ~26 atb 


由 В 确定 C(A4) 的 维 数 和 基 . 


5. 维 数 为 2, 基 是 a =(-1,1,1,0,0),0 = {,2-,0,1.3. 
6. (У, + У, )=3,а,, а,, B, H— 5H. 
4E (V,) =2,#(У,) 22, XE (V O V;) - 1, У, 80а, ,а,, У, ЖЖ 
B. p. , 解 方程 组 (xl ,az B Bo) X 20 kit У ПУ, 9856759 ( 71, 72,1,1). 
7. 解 方程 组 得 到 两 个 解 空间 分 别 是 
У,=1,(@,.@а,,а,), V,-L((B,.Bi), 
其 中 ， 
a,-(1, -2, 1, 0, 0), &,-(1, -2, 0, 1, 0), 
&,—(5, -6, 0, 0, 1), B,-(1, -1, -1, 0, 0), 
B.-(3, 2, 0, 1, 2). 
4 ( V, + V;)-5,2a,,0,,0,. B, B, Уж, (У N V.) = (01,258. 
8. H АВ = BA ЈЕУ, + V, - V,H V ПУ, = 10l. 
9. 由 补 空间 的 定义 证 . 
10. 由 维 数 公 式 证 明 维 (V ) = (У, ) ,再 由 V,CV; 可 得 . 
11. 2) e MC [^ И +i 
12. 证 明和 零 癌 量 表示 不 唯一 . 
13. Ж У= У, УУУ V MATE BJ. 0 V, V, 均 不 是 零 子 空 


14. 在 三 维 几 何 空间 中 举 一 T 


15. V V, C WV, (i 22,7, 可 得 必要 性 , 另 一 方面 , 设 a € V, n 
j=l j*i 


> v; , а = > 0, ,а, Є V, , Bii a, € У, П S va, = 0 ,最 后 证 得 а = 
ЕЗ j> i ГЫ 
0. 

16. 2) £ AE, = B, WEE B 除 第 i 列 外 其 余 全 为 0, 且 B 的 第 i 2059 A 的 
第 i 列 相 同 . 

17. 证 明 AX -0O5S (AA )X = oH AA 的 列 向 量 组 是 A ВЕ RIS] ZR FE 


18. Va € V, N У,,а = Уа = = LEE € Ti ,有 € T, ,再 则 由 工 


Q T, = @ B T, U T, E V, + V, 的 基 证 明 结论 
19. асу, ж 
0 ú B-A na 


0 -1 
=А A 
@ a В.А „а 


ТХЕ, В,,А,а=0,А4,0Є 0. S с(а) = Аа, ЇЕ с EHIS. 
20. Жа, = (1, 2, 2, з, 2"), 
а, = (1, 22,022)? ,-..,(022)"7!), 


如 此 继续 下 去 ， 
&, = (1,2" ,(2")* ,--.,(2")" 1). 
ЕҢ #й,1# 521ү 51 x TERT UE. 
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BET 线性 变换 


s71 基本 知识 


一 、 线 性 变换 的 定义 及 性 质 


1. 线性 变换 的 定义 

数 域 P 上 线性 空间 V 的 一 个 变换 o 称 为 V 的 线性 变换 ,如 果 Vea,pE V, 
YkEP, 有 以 下 条 件 满足 : 

1) о(а+ B) = с(а) + (В); 

2) c(ka) = kola). 

厂 线 性 变换 o 是 满 射 ( 单 射 , 双 射 ) , 则 称 o 是 满 线性 变换 (单线 性 变换 ,可 
逆 线 性 变换 ). 

特别 地 , 寿 对 YaE V,o(@)=0, 称 o 为 零 变 换 , 记 作 0. 若 对 YeaE V, 
o(@)=@, 称 o 为 V 的 恒 等 变 换 , 记 作 e( 也 说 是 单位 变换 ). V 上 全 体 线 性 变换 
的 集合 记 为 L(V).L(V) 也 是 P 上 的 线性 空间 . 

2. 线性 变换 的 性 质 

设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,o EV 的 线性 变换 , 则 有 

1) a(0)=0, 

2)o( —G)= -с(а), Ҹаєу, 


3) s (Pta, ) = Sko (a ),a, C V,k Є Р, 1: = 1,,s, 

4) £i 0G4,,0;,",0, СУ, НЕН, M o(a), o(@,),=,0o(a, ) t ZTE 
相关 .但 当 а, ,а,, a ЕКИ, ВЕЖ о(а, ),c(@,),- o (a, TE 
AX. 


5) 线性 变换 о 是 可 道 的 (一 一 的 ) 充 分 必要 条 件 是 :存在 线性 变换 z ,使 得 
or = e( 或 ro = є), P e 为 恒 等 变 换 . 


二 、 线 性 变换 的 矩阵 和 和 矩 阵 的 相似 


1. 线性 变换 的 矩阵 的 定义 
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Ut о 是 数 域 P En 维 线 性 空间 V BJZETE2E S2, a,,0,,-:,0, A V 的 一 组 
基 , 令 
с(0,) =а,} а; tant + +а,@,, 


o (0 )= ant; +2205. t+ a,20,, 


б(@„)=а„@, + aj,&; t +а,„а,. 
用 和 矩阵 形式 表示 为 : 
с(@,,@,,”,@„)=(ва(@,),с\@,),,о(@„)) 
di? й 12 "tt din 
ат а» "7" 435, 


—-(&G,,0,,7,0,) 


Q nl G 22 "Tt A nn 


d 


чу ар "" Qia 


4), Q22 а, 


Fk n МУРА 为 线性 变换 go Aa ,w, ,…,w 下 的 矩阵 , 且 称 矩阵 4 的 秩 是 线 
性 变换 o 的 秩 , 即 o 的 秩 = А АЖ. 

2. а 与 o(@) 在 同一 组 基 下 的 坐标 之 间 的 关系 

设 o 在 基 & ,0@;,…,&, 下 的 矩阵 为 4, 对 VaEV, 设 a ft a,,a,,:.a, 


V, 


К Consors) B а= (nsns) | M 


Xa 
X1 Tı 
X £ 
с(а) = с (0,,0;,,'7,0,) | -[sc(a a. а ) | 
+, Tya 
Tı | 
x 
-(G,,0,,7,0,)A ° 
+, 
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T] 


(а) aa, m. ЕЙ ЖЖ ЖА | ,由 此 给 出 了 a Mol OER a, 


0,,77,0, FREZER. 

3. |в)—Ж}ТЕЛЕЖЕТЕ A [н] ЖЕ TEER 

E a,,m,, a MD ,рВ,, ``, B. V AAA, Н @ ,oa 7,0, 80 В,, В,, 
V BRIR ERN T, E(B Boss В, ) (a.a. 6, )T, T Æ n Bon] AB 
UE. & о Eia ,Ga;,,…,Q, 下 的 矩阵 为 4, 则 oa Æ., B... В, F SOR EE 
T AT, o Æa, a,oa, FHJAREE A 是 相似 的 , 即 同 一 个 线性 变换 在 
МТА F AB EETBIDL. 

若 4 与 恕 相似 , 记 为 和 一 下, 易 知 矩阵 的 相似 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 

4. 两 个 相似 矩阵 可 视 为 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 候 阵 . 

设 A~8,4,BEP”", 则 有 可 逆 和 矩阵 T, 使 B=T `АТ. а, ,а,,--,а, 
为 Y 的 一 组 基 ,定义 0(0,,0,,77,a0,) = (0,,0,,77.0,)A, № о d V 的 线性 

(В, ,В,,`-,.В,) = (а,,а,,`,а, )Тт, 1 B, B... ,及 也 是 Y 的 一 组 基 ， 
АЖВ=Т 4T 是 线性 变换 o 分 别 在 基 ci 0, m. FE BL [oso В, OG 
Е. 

S. 设 V 是 数 域 P En 维 线性 空间 ,a G... G. E V 的 一 组 基 , 对 每 一 个 
c€ L(V),o(a,0,:,a,)-7 (€,,05, 7,6, )A,, A, E P”, 

4 о: (У) Р", о PFA, Ш o ЖЕР Еп 维 线性 空间 L(V) 与 
P”** 的 同 构 映射 ,从 而 dim CLCV)) = n°. 


三 、 线 性 变换 的 值 域 . 核 和 不 变 子 空间 


i V GP 上 的 线性 空间 ,o £ V 的 一 个 线性 变换 , ERR GR 
lc(a)la€ Vi 是 o Bg f, AB uj o 的 值 域 ,表示 为 o(V) 或 Im c. 称 集合 
lc(a)lc(a) = 015 o 的 核 ,表示 为 Ker o 或 s” (0). 

设 W ЖУ 的 一 个 子 空间 ,如 果 o(W) 导 W, 称 W 是 V BART. 

关于 数 域 P 上 线性 空间 V 的 线性 变换 0, 以 下 诸 条 件 成 立 . 

1. c(V)flla (0) 是 o 的 不 变 子 空间 . 

2. 线性 变换 À 是 单 射 的 充 要 条 件 是 o “(0) = 10}. 

3. Æ V 是 有 限 维 线性 空间 , 则 o 单 当 生 仅 当 o 满 ,当量 仅 当 6 将 一 组 基 变 
为 一 组 基 . 
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4. Xi V Жоп #28162: |8], a,,0,, с, m. RE VE, Но(а,, 0,,…， 
a,)-7(8a,,0,,7,6,) A PRERE A 的 秩 为 线性 变换 = 的 秩 , 易 知 ,o 的 秩 是 子 空 
8] o(V) 的 维 数 . 

5. Æ V FE n 维 线性 空间 , 则 

с ЮЖ ^o 的 零度 = n. 

6. Æ c 是 数 乘 变 换 , 则 V 的 任 一 子 空间 是 ve 的 不 变 子 空间 . 

7. dio Mr 均 为 V 的 线性 变换 且 or= co, 1 cV) c OORE o 的 不 变 
d Эё [8]. | 

8. E W 是 线性 变换 so c 的 不 变 子 空间 , 则 W 一 定 是 c+r 和 cr 的 不 变 
ў 25 |8]. 

9. o 是 可 道 线性 变换 , 则 W б МА f Z AHA W Мо WERE 
子 空间 . 

10. Zi W, W о 的 不 变 子 空间 , 则 W, + WA W, ПУ, Е o 的 不 变 
子 空间 . | 

11. 若 V 是 有 限 维 线性 空间 , 则 VV 能 分 解 为 o 的 在于 个 不 变 子 空间 的 直 和 
当 且 仅 当 c 在 某 组 茜 下 的 矩阵 为 准 对 角形 短 阵 . 


四 、 线 性 变换 (或 n 阶 方 阵 ) 的 特征 值 与 特征 向 量 

1. 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 

设 V 是 数 域 P 上 的 维 线性 空间 ,o 是 V 的 线性 变换 ,MoEP, 若 3xEY， 
a0, с(а) = hoc , 则 称 4 为 线性 变换 о 的 特征 值 ,a E o MUR TAE A, 
的 特征 向 量 ， 

A 是 线性 变换 o( 或 n 阶 方 阵 A) 的 特征 值 当 且 仅 当 是 1(4)=14E -A | 


的 根 , 且 4,EP( 若 入 为 f(4)= AE- AIR, IE AEP, ЖА, A 的 特征 
根 ). 


(或 @ = (x, 25,72, )) 是 o ( BX. 


A) 的 属于 特征 值 ,的 特征 向 量 当 且 仅 当 | | 是 齐 次 线性 方程 组 (4。E — À )X 


= 0 的 非 零 解 . 
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Uto 为 数 域 P 上 nn 维 线 性 空间 V 的 线性 变换 ,ai а,,--,а, У 的 一 组 
Æ, 

o(a, 03,0, )= (0103,0, )А 
WR n ЙА ЖЕЛЕ — A АФЕЛ dE o (9X, п BT 7j EE AO BJ ЕЛЕН ВЕ, Ж д 
РА) = 1АЕ- AN o CX, 4) 的 特征 多 项 式 , 而 且 
СА) = А" (an +а» + +а„)А" tee (IYA. 

3. W А,ВЄР"*",Ң А-—В,Ш|АЕ- А|=|АЕ- В|, A MB 有 相同 的 
特征 值 , 但 反之 不 真 . 对 于 给 定 的 有 限 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 c ,由 于 vc 在 
不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 ,因此 , 求 o¢ 的 特征 值 和 特征 回 量 问题 与 基 的 选择 无 

4. 线性 变换 c( 或 ” 阶 方 阵 4) 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 辐 量 线性 无 关 . 

5. 1, 是 线性 变换 c( 或 п 阶 方 阵 4 ) 的 特征 值 , 则 对 VkEN, 和 是 A 的 特征 
值 . 

6. 线性 变换 c( 或 ” 阶 方 阵 4) 不 可 逆 的 充 要 条 件 是 c( 或 4) 有 零 特 征 值 ， 
是 当 c( 或 4) 可 道 时 , 若 ),…,), 是 4 的 所 有 互 异 的 特征 值 , 则 cc (КА ) 的 
所 有 互 异 的 特征 值 是 Ai VAL. | 

7. ЖАБАТ o( 或 ” 阶 方 阵 4 ) 的 特征 值 ,属于 Mo 的 所 有 特征 向 量 
再 添加 零 向 量 构成 V( 或 P" ) 的 子 空间 , 称 这 个 子 空间 为 c( 或 A ) 的 关于 特征 值 
4, 的 特征 子 空间 , 记 作 У, EAE (Va, ) Ж (AE - A)X =0 的 解 空 间 的 维 数 ， 

8. 若 %1，…, 4, 是 线性 变换 o (或 ” 阶 方 阵 4) 的 全 部 互 异 的 特征 值 , 则 和 
V, toot V 是 直 和 .车 维 ( WW )+…+ 维 (WV)=n, 则 V=V tet V, 
В У, e, V, 的 基 的 联合 是 V 的 一 组 基 , 在 此 基 下 ,o 的 矩阵 是 准 对 角形 ， 

9. AEP"”", 设 4,,…,4,( 可 能 有 相同 的 ) 为 А 的 全 部 特征 根 , 则 А, + 
+À, = (antant tanm) RAA Ж, MIA =à AÀ, 

10. (特征 多 项 式 的 降 阶 定理 ) 在 数 域 PP 上 , 设 AEP” ,BE P””, 则 对 
V AC P ,1Z0,# 

|АЕ„- AB | - A"^" | AE, — ВА |. 


特别 地 , 当 n=1 时 
ІДЕ, - АВ | 2a" '|4-BA|. 
и п = т 时 ДЕ — АВ | = | àE - ВА |. 
证 明 . 经 初等 变换 , 则 有 n Анн „А САР u 
B,., Е, 0 E 
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1 


故 有  |AE, - ABl = 2” E, -LBA |= 2" 7 |AE, - BA |. 


Xp. n 阶 方 阵 的 相似 对 角形 

设 PP 为 数 域 ,AE P”",4.,…,4. 是 A 的 所 有 互 异 的 特征 值 , 则 下 列 条 件 等 
1. A 与 数 域 已 上 的 对 角 和 矩阵 相似 ; 

2. 在 已 中 ,ce 有 ?2 个 线性 无 天 的 特征 向量 ; 

з. STA 的 重 数 = n, E V, 的 维 数 = À 的 重 数 ,i = onus 

4, Ddim( V, ) = ns 

车 P=C( 复 数 域 ), 则 还 有 ( 见 第 八 草 ) 

5. A 的 每 个 厂 尔 当 块 几 为 1 级 的 ; 

6. A 的 最 小 多 项 式 无 重 根 ; 


7. A 的 最 后 一 个 不 变 因 于 无 重 根 ; 
8. A 的 初等 因子 是 一 次 的 . 


87.2 Ü B 


例 1 设 sg ,s,,s,,s, 是 4 维 线性 空间 V 的 一 组 基 , 线 性 变换 o 在 这 组 基 
下 的 矩阵 为 


1 0 2 1 
-1 2 1 3 
1 2 5 S 


2 -2 ] -2 

1) Ж o Æa, =s, —28, ^ £,,0, ^38, Е, £,,0, = E, &,,@,=2&,[ 
ВЖ ВЕ; 

2) 求 o WESER; 

3) Æ o 的 核 中 任 选 一 组 基 ,把 它 扩 充 成 У 的 一 组 基 ,并 求 c 在 这 组 基 下 的 
矩阵 ; 

4) 在 co 的 值 域 中 选 一 组 基 ,把 它 扩充 成 V 的 一 组 基 , 并 求 o 在 这 组 基 下 的 
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1 0 0 O 
BE 1) 7) I (&,,0,,0,,0,) = (6 £j E, E,) » | | ; 
1 -1 1 2 
1 2 |] 
-] 1 3 
由 已 知 ,o(81,82,83,84)= (£1, 6; 8...) ‚ 
1 5 5 
"S 1 -2 
BC са, ,0@, ,ea;,a, 下 的 矩阵 为 
1 0007 {ү 1 02 1 000 
-2 300 -1 2 1 -2 300 
t=] 21 0 1 5 0 -1 1 0 
1 -1 1 2 2 -2 1 - 1 -1 12 
2 -3 3 2 | 
2 _4 шю 10 
ШЕ 3 3 3 
|8 _16 40 40 
3 3 з 3 
0 1 -7 -8 
1 0 0 
1 0 0 07 了 + 0 0 
"Айз aa 
3 3 
1 -1 12 E o 01 1 
2 2 2 
1 02 1 
1 2 1 3 _ 
2) H TË (c ( V) ) = ЖЕ | › 5 š 的 秩 =2, 故 维 (c-!(0) ) = 
2 -2 1 - 


Tı 
` | x, -1 
а= т, ё; 十 LE, + Zs8; + тё, = (8,8, ,£5,£,) Co (0), 
T3 
Ta 
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1 0 2 Тү |, 
X — 1 2 1 3i|x 
0(£,,8;,86,, €) т, = (8,,£5,£,, £,) 1 2 5 - 
vu à – 2 1 m 2 4 
1 0 2 l) |: 4 1 
-1 2 1 Ji|c 3 2 
从 而 | =0, 解 得 基础 解 系 为 ! ! 
1 2 5 £3 — 2 


BD В, = 4е, +38, – 2е,,В, = =, +2, – 8,72 o (0) 的 基 . 故 
с (0) = 1. (В,,В,) = 1 (4, +32, – 2е,,Е, * 2e, - &,). 
X c(V)-L(s(£&i),o(£:).o(86:),0(8,) ), НЕ o 的 秩 =2, 故 
о(У) = 1 (о(е,),о(2.)) = 1 (е, – ё, + &, * 26,.26, +26, —25,) 
=L(8 i + &,+3&;,&, + 8; — 8, ) 
-L(Y, Y), 
AUBy,25t£8,*36,,Y,78,* E,— Е. 
3) 将 В,,В, 920 V 的 基 ， 


В, = 48$, + Зе, – 2е,, В, = є, + 22, – Е,, В, = є, ‚В, = E. 


4 1 0 0 
3 2 0 0 
Рә ў F3’ = (£,,8,,£,,€ , 
由 于 (Pp В, B. p. ) ( 1 2 3 4) _ 2 0 ] 0 
0 -ił 0 1 
B o Œ B, Ba, В.В, FRERE А 25 
4 1 0 0) 1 0 2 1 4 1 0 O 
„|3 200 |-1 1 31 з 200 
-2 0 1 0 1 2 5 5|1-2 0 1 0 
0 -1 Q 1 2 一 1 -2 0 —1 O 1 
2 1 
= < 00 
0 0 2 
3 д | 
ds 5 9 Ооо у» 
4 2100059 
0 0 1 - 
3 4 
* = 01 
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IEEE 


4) 将 c(V) 的 基 y, nE ZA УШ Ж У,,У».У, =е,,у, = 6,. HF 
1 0 0 0 


i 1 1 0 0 
(Yi, У, Y3, Yi) = (8,8, 6,,6,) 3 |l 
0 -1 0 1 
故 o EY. Y; Yi Y. ЕНЕ ВУ 
1 0 0 0)'( 1 0 2 1 0 0 0 
1 1 0 O -1 2 1 1 1 0 0 
B a 1 1 0 1 2 5 3 1 1 0 
0 -1 0 1 2 -2 1 -2 0 -1 0 1 
l 0 0 0/7 1 2 
||-1 1 0 0||2 0 1 3 
| |-2 -1 1 ов 2 5S 
-1 1 0 1/5 1 1 - 
7 1 2 1 
01-75 -1 -1 2 
|0 0 o ol 


Ü 0 0 0 
012 在 PP 中 ,定义 线性 变换 ¿ 为 
cG(Z Z), Z ,)= (2z, — Z3, £3 * 23,21). 
1) o fESXE 8, = (1, 0, 0),s,=(0, 1, 0),£,-(0, 0, D FK 
EE ; 

2)Wa-(1, 0, -2)o3Kc(a)f£ÀEa,-(2, 0, 1),а,=(0, -1, 
1),а;=(-1, 0, 2) ҒА; 

3) o dé di n iu o. 

8 1) о(&,)= (2, 0, 1),(86)-(-1, 1, 0),о(є,)=(0, 1, 
0), F 
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0 
0(&|,&›;,&;) = (£1,6;, £i) 0 1 1 
1 0 0 
2 0 -1 
2) 解法 1 (04,,0,,0,) = (81, 6. 6.) 0 -1 Ji 
1 1 2 
c(a)76o|(8,,£;,€,)| 0 = (о(&,,&›,&;)) | 


2 —1 () 
= (8, ,8; ,8; ) 0 1 1 0 
1 0 0/(—2 


-(0,,0,,0,)0 -1 0 0 1 1 


х 


3 
3 
2 |. 
_ 4 
5 
2 
解法 2 б(@)=ва(1, 0, -2)-(2, _ 2, 1) = (8, ,ғ,, ез) – 2 
1 
2 0 -1) 'í 2 
=(@,,@,,@;) 0 -1 0 —2 
1 1 2 1 
2 1 1 
5 5 5 2 
=(@,,@,,@,) 0 -1 0 -2 
-1 2 21 
3 5 5 | 
3 
5 
-(8,,0,,0,) 2 |. 
_ 4 
5 
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解法 3 о(а) = (2, -2, 1), B c(a)TEAR а,,а,,а, ГЮ 


| 


(Zi 7, 23), 6 (G ,G,,G,) z;1760(a)-(2, -2, 1). 


T3 
X 2 2 О -—1| X: 2 
解 方程 组 (cc ,ca ,wii)lzi|=|-2|, 即 0 -1 O |2, |= | -2 ,得 
X3 1 1 1 2) |z; 1 
El 
Xi 5 
x, | = 2 |. 
23 _ 4 
5 
3) 由 于 о 在 基 є, ,sg: ,8 下 的 矩阵 可 逆 , 故 c 可 道 ,VY = (ttr) EP, 
Tı 2 -1 0| (=; 
o (B)== (£&,,8£;:,€3)|x1| = (&,,&,,&;)\0 1 1 Xj 
X4 1 0 0 х; 
2 0 -1l!íx 2z, 3 
= (&,,&,,&;)0 -1 0О||х,|=(#&,,&,›,&,›) “т, 
1 1 2)\х, xz, 十 =, +2; 
—-(2x,-3,— х,›,ху+ х,+2ху). 
1 0 -1 
$13 忆 为 数 域 , 设 4=|0 -1 0 | € P” HERK XCP" ,定义 
l -1 -1 


线性 变换 0:0( X) = АХ, Im о fll Ker c, 并 分 别 给 出 它们 的 一 组 基 和 维 数 . 
解 解法 1 对 VX= (zi) 和 已”， 
1 О -lliXu 5р Tis 


(Х)=АХ=|0 -1 Ól|Xxa Xn» Tz 


1 -1 一 | Жз X32 T33 
Xu 233} Tir 7 з) £3 T33 
一 T X2 T X — Tz , 
Ж ` Жуу Жу Хр Tz ^ X432 Луз 02503 T33 


由 此 可 得 


а ф C 
Im с = 4 е / a,b,c,d,e, ЄР, 


atd bte ctf 
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维 (Im c)=6, 其 一 组 基 为 


1 00 0 1 0] f0 0 1) (о 0 0 ооо [0 0 0 
0 0 0, 0 оо. оо oj,|1 0 0/,]0 1 ol.lo o al 
l 0 0) (0 1 0) {0 0 1 0 0) (0 1 0) {0 0 1 
a b c 
Ker e=4 |0 0 Ol|la,b,c€ P +, 
a b c 
Ж (Ker o) =3, 其 一 组 基 是 
1.0 0| (0 1 0] (0 0 1 
0 0 0,0 0 о, 0 0 01. 
l 0 0) (0 1 0) (0 0 1 


解法 2 取 Ру #8 E, E. E ‚Е, , E; ‚ E, Tom E. ‚Ез; ,其 中 
E,3€m i 115 列 的 元 素 为 0, 其 余 元 素 为 1 的 3 阶 方 阵 , 则 


100 010 001 
(Ен )= АЕ, = ,000|,0(E,)=AE,=|000|,0(E;s)=AE,=|000|. 
100 010 001 
000 0 00 
g(En)- АЕ = |-10 0|,c(E5) - AE47|0 -1 0l, 
-100 0 -10 
00 0 -100 
S(Eu)-AE47|00 -1|l,c(E4)-AE,-| 000). 
00 -1 -100 
0 -10 00 -1 
с(Е»)= АЕь= 0 00], (Es)=AE,= 00 0|. 
0 -10 00 -1 


5 ЖП, 
10 0| 1010] 001 0001 [0 00 00 0 
Im = L 0 0 0],000],000],|-100|,|0 —-10|,|00 -1 
1 0 0) (010) 001 -100/ 10 -10j 100 -1 
维 Im c=6, 由 此 可 知 , 维 (Ker o) = 3. 
D Х=(х„),„,ЄКего, 


Ti 23] Ti Ü Taz Tig 7 733 


o(X)= AX = T Ж, 222 23 = 0. 


0 0 0) (0 0 0) (о 0 0 
веро о. ZI 
1 0 0) (0 1 0) 10 0 1 
ооо (0б 0 0) f0 0 о 
Kerec- 1111 0 0,0 1 01.10 0 1 
1 0 0) [0 10 |0 0 1 


点 评 第 1 种 方法 是 给 出 Im o HI Ker o 中 和 矩阵 的 形式 ,从 中 来 确定 基 和 维 
数 ,解法 2 是 利用 已” 的 基 的 像 , 求 基 像 组 的 极 大 无 关 组 ,得 到 Im o 的 基 和 维 
数 ,由 此 可 确定 Ker c 的 维 数 , 骨 利 用 核 中 矩阵 的 元 素 特 点 确定 Ker c 的 基 . 第 2 
种 方法 是 基本 的 ,但 较 第 1 种 方法 麻烦 . 
3 2 -1 
-2 -2 2 
3 6 -1 
否 与 对 角 和 矩阵 相似 .车 与 对 角 和 矩 阵 相似 , 试 求 可 逆 和 矩阵 T, E T 'AT 为 对 角形 . 
А-3 -2 1 
2 1 和 +2 -2 
-3 -6 А+] 
故 4 的 特征 值 为 人;,= —4,4,=2(2 Ж). 
对 于 特征 值 M, = -4, 解 方程 组 


例 4 设 A= ‚Ж A 的 特征 值 和 特征 癌 量 , 并 说 明 有 AA 是 


解 j|AE-A|= =А°*°—124А+16=(А—2)°(А+4), 


-7 -2 1 |2, 
2 —2 -—2||zx,]-70, 
-3 -6 -3) |=, 


l 
3 
得 基础 解 系 a= | 21. 
3 
1 


对 于 特征 值 *, =2, 解 方程 组 
—1 -2 l |2, 
2 4 à se 
-3 -6 3) (=, 
l|, 01. 
0 1 
由 于 基础 解 系 含 解 向 量 的 个 数 与 对 应 特征 值 的 重 数 相同 ,或 由 于 3 阶 方 阵 
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-2 
得 基础 解 系 а, = 


а; — 


有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 4 与 对 角 阵 相似 ， 


-2 1 


3 -4 0 0 
?T-| 2 | 050998 T'AT-| 0 2 0j. 
3 
0 0 2 
1 0 1 
2 0 0 
65 ЖА= |1 2 -1l,iX АЕ, A'. 
1 0 1 
解 A 的 特征 多 项 式 
А-2 0 0 
lAE-A|-|-1 А-2 1 |-(A-2Y(A-1), 
-1 0 4-1 


故 4 ЕНА, =à, 72,2, 1. 

1) 当 4 = 4,=2 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (2E 一 A4)XX=0, 即 一 zx, + zx;=0， 
0 1 
1 
0 1 
2) ЧА; =1 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (E 一 和 A) 久 =0, 即 


Tı =0, 
-zt 7z tzr, =0, 


得 基础 解 系 а, = ， а, = 


0 
得 基础 解 系 ci=|1|. 
1 
0 1 O 2 
令 P=|1 0 1|, 则 P 'AP = 2 于 是 
0 1 1 1 
2 f 0 1 0112- 1 -1 
A'- Р 2 P =|1 0 | 2* | 1 0 0 
1 0 1 1 1) 1-1 0 
2! 0 0 
= |2*—-1 2* 2 +1 
2 -1 0 1 


例 6 已 知 下 列 两 矩阵 相似 : 
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-2 0 0 -1 
А = 2 xr 2 В = 2 
3 1 1 y 
1) K х,у 的 值 . 
2) ЖЖ Р, P ' AP — B. 
BS 1) 解法 1 
-2 0 0 -1 
[А | = 2 Xx 2|7-2(x-2), 四 2 = —2у. 
3 1 1 y 
因为 4 与 B 相似 ,所 以 |4|1= 1B|, 由 此 可 得 ,y= x -2. 
А+2 0 0 
Е-А|= | -2 А-х -—-2|=(А+2)(А*—(х+1)А+(х-2)). 
-3 -1 А-1 
BD A 有 特征 值 -2, 故 得 y= 一 2, 从 而 ,zx = 0. 
解法 2 
4+2 0 0 
lAE-Al-| -2 А-х -2 |= (А+2) (А - (x *DDA* (x-2)),. 
-3 -1 А-1 
А +1 | 
|АЕ- B | = 4-2 = (А+1)(А4-2)(А — у). 
À — y 


因为 4 5BU, AIE- Al = |AE- B| ,H kis у= -2,H 
A (х+1)А + (2-2) = (А+1) (А-2) = А-А -2, 
Нв 2+1=1, = = 0. 
2) А,В ЛЕА AEA = -1,А4,=2,А,= 一 2， 
当 4 二 一 1 时 , 齐 次 线性 方程 组 (一 EE 一 A) X — 0 有 基础 解 系 
0 
-2 
1 
当 4, =2 时 , 齐 次 线性 方程 组 (2E - A) X = 0 有 基础 解 系 
0 


G, 一 


3 


Q, 一 


, 


1 
M A, = —2 时 , 齐 次 线性 方程 组 (一 2E - 4) 六 =0 有 基础 解 系 
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-1 
a, = ү 
1 
0 0 -1 
取 P-|-2 1 Ji 
1 1 1 
则 Р АР = В. 
1 1 0 
17 А = |0 0 1 |. 
{0 -1 0 


1) 证 明 А"=-А" +A +E (n3); 
2) i А! ЖП A 
解 4 的 特征 多 项 式 


А-1 -1 0 
КА) = 1АЕ-А|= | 0 А -1 = (А-1) (А +1) = А -А+А-1. 
0 1 А 
НАЖ — Е, | 
А?-А“+А-Е=0. (1) 
1) H (1). 
А" + А" = A” +A”) (m>3). 
因而 
А" + дА" ALHAO = AT? AtS HE. 
所 以 А'"=-А" +A +E (23). 
2) 
А193 = -A+A Lg – (– ASA? ELE) А? + E= A!9-4 
1 0 1 
= 一 4 *.A'-tE--—-A-A'*E-|0 0 a 
01 0 
1 1 1 
故 4 = А? = 0 -1 0j. 
0 0 -1 


例 8 设 R 为 实数 域 , 在 实 线性 空间 RE[X]j, 中 ,VY f(xz)ER[X],, 设 线性 变 
ж Ds, 
D(f(z=))= f (=), S,(f(x)) = f(x +a), 
求证 S. D 的 一 个 多 项 式 . 
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E > M D =0. 
Xf V (2) СВХ], , B ЗЕЛ JT XX 


n — 1 


f(rta)= f(r) жаў (х) +5) t-q pf G). 
Tx, 


2 


S, (f(x)) = f(x ta)  I(f(éx)) t aDCfGc)) * 5p D (f(z)) ++ 


Cep D”! GG) 
其 中 工 为 及 [zj 的 恒 等 变 换 , 故 S, (f(x))= I+ aD + 5т D +o + 


H 
a 


Сур" GG). 


即 S, = 1+ aD + SPD? ee pe ID". 

例 9 设 c 是 数 域 P 上 的 n 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,证 明 o 可 道 的 充 要 
ЖЕ с 无 零 特征 值 . 

证 明 证 法 1 由 维 (V)=n 知 ,o So W MA o H| ñC Í Жос 无 零 
特征 值 . 

证 法 2 设 aj,Q,,…,Q, 是 V 的 一 组 基 , 且 o 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 A , 则 有 
се [А |520. 

设 À о МНН, ДАЕ- А |= 0, НА 130, VE AZ0,(@ d А = 
О, - А | =0= |4 1=0,27 8), c, Н с AEREE, Д E А 1550, Мт 
| А 150. 

点 评 证 法 1: 利 用 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 来 证 明 . 证 法 2 利用 线性 变换 
在 某 组 基 下 的 特征 多 项 式 证 明 . 

例 10 ix АЛД ЫР EHI n 阶 可 逆 和 矩阵, 证明 以 下 条 件 等 价 : 

D А 与 对 角 阵 相似 ; 

2) A “与 对 角 阵 相似 ; 

3) 4 与 对 角 阵 相似 ,(4 “为 A 的 伴随 矩阵 ). 

А, 
证 明 证 法 1 092) 设 D=| “ .|, 且 4 与 D 相似 , 则 3 


A 


可 逆 和 矩阵 T,f8 T AT-D,BH A Я, D 也 可 逆 , 于 是 有 
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T A T- E 
À. 
BU A ”也 与 对 角 阵 相似 . 
2)=>3) #U- © , — HAS U BHL TUE TE RT EA 
Q ,使 
U | 
Q'A"Q-| ^ 
и, 
于 是 有 
-1 4) 
A =Q Q, 
进而 有 
н, 
A'-lAlA = [А10 E C 
U n 
Alu, 
А и, - 
= 0 | . Q^", 
Alu, 
B] 4 ”也 与 对 角 阵 相似 . 
51 
391) &s-| ^" , | нА УБ Ш. Шак, fi 
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К A'K-S,Sn"|ii,l]A' = KSK ',(A') = KS K '! 因此 ， 
Als’ 
A-lIAICA') -IAIKS 'K = 天 A. | K ', 
lAÍs, 
B] A 与 对 角 阵 相似 . 

证 法 2 

1)=2) 设 а,,9,,--,а, УР" E o(a aa, )= (0,0, 
0,)A, 由 A 可逆 知 ,o nf yf. 

令 o =|Alo ‚ША =|А|А , 则 

vg (0,,0,,":,0,)—-(0,,0,,',0,)A |, 
v (a,,0,,,0,)-(0,,0,,7,0,)A" , 

由 4 与 对 角 阵 相似 , 则 c En 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 设 a E c 的 一 个 特 
ЛЕА Ж ,ШЗАЄР,{ ola)= ла = Аа, Н А 可 逆 ,A 关 0, 因 而 o (a) 
A (a)-A @, 即 @ с 的 特征 向 量 , 这 样 ,ac ! 也 有 n 个 线性 无 关 的 特征 
向 量 , 即 A ”也 与 对 角 阵 相似 . 

2)>3) Z Bo ”的 特征 向 量 , 则 了 xcEP, 使 4(p)=/B,c (В) = 
4lz ' (В) = 1А В, НВ 也 是 o' 的 特征 向 量 , 由 с :有 ”个 线性 无 关 的 特 
征 向 量 , 故 o 也 及 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 4 ”与 对 角 阵 相似 ， 

3)21) & y No 的 特征 向 量 , А506 P ,f# a" (y)=ky= A * Y, H 
A'"J3i,£20,(A' ) Y=k y, Ay= ClIAle !)y, NI, y 也 是 c 的 特征 
АЕ, o 8 п 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 所 以 4 与 对 角 阵 相似 . 

注 :由 此 题 的 证 明知 ,ca,c `. G (EX A.A ,A ) 有 完全 相同 的 特征 向 量 ， 
ma EA KREBS 是 A НАСАА Е 4“ 的 特征 值 . 

点 评 证 法 1 直接 利用 矩阵 相似 的 定义 证 明 ,证 法 2 是 将 矩阵 A 转化 为 P 
上 线性 空间 的 线性 变换 go Еа, ,a,,…,@, 下 的 矩阵 ,利用 4 与 对 角 阵 相似 当 
且 仅 当 c An 个 线性 无 关 的 特征 向 量 这 一 事实 证 明 . 

例 11 i V 是 数 域 P ЕЙ n 维 线性 空间 ,o 是 V 的 可 道 的 线性 变换 ,W 
是 o 的 不 变 子 空间 ,证 W 也 是 c 的 不 变 子 空间 . 

uERH i W KEK a, a, BEHEER Уна, ,--,а,, an’ 
а, ‚і 


2(0,,77,0,,0,.,,77,0,) = (0,,77,0,,0,., 77, 0,) 


其 中 А, т ИЖЕ, A, H n-m Bin is yE EE. 
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证 法 1 c (0G,,7,0,,0,,,,77,0,) 


A, C] 

-(0,,77,0,,0,.1,7,0,) А 

0 А, 
А, -А;'СА;! 


a QW 在 o。 下 不 变 . 
0 A; 


证 法 2 Жа (oa AnA) = (0, m. G... U. )B, 

В, В, 

x В, В, 
z) (G, ,@„)ВА,Ш BA = Е, 8 

Вв,А,=Е„,В,С+В,А„=Е,„_„,В,А,=0,В,С+В,А,=0, 

ЇХ В,=А, ,B,-0,B,—-A, ,В,С+В,А,=А, С+В,А,=0,АШ 

B= - А, СА;', 
А. -A,!'CA; 


,其 中 Bl 为 т И ЗЕЕ, В, n-m 阶 方 阵 ,由 于 o ola, 


Вр В = " , 故 W 在 o 下 不 变 . 
0 А, 
A, C] 
点 评 证 法 аяа RARER ^ M 的 性 质证 
2 
明 .证 法 2 先 设 出 o 在 基 0,,, a, ТЕЖЕ В, A с ‘с 对 应 于 B4 = E Ж 
E В. | 
#112 i P 为 数 域 ,A,€EP,i=1,…,n ,证明 
А, А, 
À; А, 
А = . 与 B= ? | 相似 ， 
| | 


其 中 А, 5." ‚А, ЖА, ‚е, А, 的 一 个 排列 . 
证 明 А, 5A R B, XR 11173 & fT, PEACR 1 列 与 & 列 , 即 有 
À, 


其 中 Àj, SUUS AE À,, °, А, 的 一 个 排列 ,也 就 是 说 ， 存在 初等 矩阵 Pu, — 
Р ,使 
. 231 · 


_ | ^j, 
Pa, BPa, = 
À; 
BA, =a MA 
А, 
А; 
P; Pa BPa,» Pos = А, 
А, 
其 中 4，,…,4， Ау ALBUS ABER, CAE ER БИЗНЕ P, P,,…， 
P, ,使 
À, 
À 
POP BP P, = 
À, 


^ р=р,.-. р, P ”BP=A, 故 A 与 B 相似 . 

Б1з iro EARP 上 线性 空间 V 的 线性 变换 ,着 有 EEV, 使 a (E) 
0,18 c^ (£) = 0, uEB] 

1) é ol E) e E (&€) 线 性 无 关 ; 

2) Ж#(У) = п,Н ёо". (2)50,0" (2) 20^R УЮ — 88,18 o Æ 
这 组 基 下 的 矩阵 是 


© 
м 
+ = с 
сз 


0 0 -= 1 0 
证 明 1) x6 z,o(Š)+- + z, ($)70,H с 作用 等 式 两 边 ,得 
xc '(&)=0,H#H с (6)0,18 х, =0, РЖ 
х,0(ё) + x40 (E)t * zo ` (68)=0. 
用 ^ CEMERISESUBIL.IS х,о  (£) 20, Н х, =0, 类 似 地 可 得 上， 
ol) e CO RTEXX. 
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2) ЖЖЁ(У)=л,Ш DAI £,o(£),--,o" (E)E V 的 一 组 基 , 由 于 
a(6,o(£),-,o" (£E)) 
= (0(&),0 (E), =, (£))= (6C), (Ё), a" (E),0) 
0 0 + O0 0 
| 0 = 0 0 
=(é€,0(€),,0" (&))|0 1 + 0 01, 
0 0 = 1 0 
Ш o 在 基 &,o(&),…,o” (5) 下 的 矩阵 满足 题 设 要 求 . 
例 14 R o,r Еп 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,证 明 
1) # W ЖУ 的 子 空间 , 则 维 (o(W))+ 维 (co 1 (000 W)= (W); 
2) (от) JR 2с 的 秩 + z 的 秩 一 n; 
3) (ac) IAE BE o 的 零度 + т 的 零度 . 
证 明 证 法 1 1) Ж WW= 10| ,结论 显然 成 立 . 
A УУ 5 |0|, То (0 П W = 101, 5 a,,--,a, ЖУ 的 一 组 基 . 设 


Skola) = 0.4 (Уа) = 0, Bii S e, € o^ (0) N ж, Ува 
= 0, 从 而 ,k= 0,4 = 1,…,s. 于 是 有 维 (o(W))= #(%/). 

Жс (01Wz10l,it с; ‚е ,@, 为 其 基 , 将 它 扩 充 为 W 的 基 ci ea, 
G,..1,777,0, , 则 
as(W)-7L(6o(0&),-,o(8,),0(&4,.),,0(8,)) 7 L(o(8,.1).,o(8,)). 


设 >, r. (Gü, )= 0, 则 (>) х,а, ) = 0, HR >, ro(a)Eo (0[)W 


k r k r 
== 0 , 故 dz, Є Р, > ха, 一 У za, Bil > za, _ > =m. 一 0. 
i-rtl j=l i=r+] j=l 


由 0,,77,0,,0,,,., ,Qi 线性 无 关 , 故 有 x; =0,i= 二 1,…, 上 .因而 o(@&,;1 )， 
5,0 (0, ) 296, WEll (W))= k- r= (W)- (c CO П), Вр 
"E (o(W)) + (0 '(0)1W)= (W). 
2) 令 W-2r(V),8 1), 1118 9] (о(т(У)))+ (0 '(0)Пт(У))= 
Ё (т(У)). н T 3E(o (0));:>## (во ONW), Н 
4E (oc (V)) + (бе (0)):>>##(т(У)). 
又 由 于 维 (c (0))=n 一 维 (cl(V)), 故 有 
Ё (от(У)) + п – Ж (0(У) ) 28 (т(У)). 
因而 ， 
oT 的 秩 之 o 的 秩 + c 的 秩 — п. 
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3) от Ж = n 一 or 的 零度 ， 
o 的 秩 =2 — с 的 零度 ， 
г = п-т 的 和 零度， 
因而 ,n – от А 2л 一 o 的 零度 + nn 一 r ЈАЈЕ — п, 
于 是 
or WRES 的 零度 + т 的 零度 
对 于 2) 和 3) ,我们 还 有 以 下 的 证 明 方 法 ， 


证 法 2 
证 明 3) 设 ,0;,…,0, 为 V 的 一 组 基 , 且 
o(a, )  (8,,7,0,)A, c(0,,77,0,) = (8.8, )B, 


从 而 ,or (@1,… ,@„)= (G, 0, АВ. 
由 于 Ж ((от) '(0))= Р Н(АВ)Х = он 2 [B] E = n — r( AB), 
Ж (с 1(0))= 方 程 组 AX=0 的 解 空 间 的 维 数 =n — r(A), 
维 (r !(0))= 方 程 组 BX =0 的 解 空间 的 维 数 = п — r(B), 
其 中 外 = (x1 ,Xx;,… ,Xx ) .因而 
Ж (о “(0))+ 维 (Tt (0))=2л-—-(т(А)+т(В)). 
=н — (r(A) * r( B)) * r( AB) * n —r( AB). 
X r(AB)ZI(ÍA) * x( B) - n, л — (Y(A) * r( B)) * Y( AB)—O. 
Ei E (o7 (0) + 4E (c7 (0) ) >n- (АВ) = AE (Cor) 1 (0) ) , B 
ot HFRS I 的 零度 + 的 零度 . 


2) H+ 

ot HJ = п 一 or 的 秩 ,o 的 零度 = n 一 o ЮК, т 的 零度 = п – т 的 秩 ， 
WE n 一 oT WERS n -o ЖК + n — т 的 秩 . 
于 是 or 的 秩 之 co ЮК + c ЮЖ — n. 

证 法 3 

2) i ci ,ca G. МУ 的 一 组 基 , 且 

s(a, o m. )= (a,,7:,0,)A, c(0,,:7,a,) = (0,1, 0, B, 
从 而 ,or (Qi е ,а„)= (Qi,…,0,)4B. 由 第 四 章 知 CAB)EZ A Ë+ B Ж – 
n. 义 由 于 
(AB ) 秩 = от 的 秩 ， 
A Ж=о 的 秩 ,B fk = т 的 秩 ， 

EUH от Hj fk o 的 秩 + т 的 秩 - n. 


则 第 一 种 方法 一 样 得 到 3). 
AF ”对 于 2) 和 3), 证 法 1 利用 1) 及 维 数 公式 证 明 , 证 法 2 利用 方程 组 的 
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解 空 间 的 维 数 证 明 ,证 法 3 利用 怎 阵 的 秩 的 结 采 进行 证 明 ， 

0115 бА n 阶 方 阵 , 且 满足 A - ЗА +2Е = 0,6—0 了 ,使 
T AT 为 对 角形 . 

f& ЩА'-3А+2Е=0,(А-Е)(А-2Е)=(А-2Е)(А-Е)=0. 
由 于 A 一 2E 的 每 一 个 列 问 量 是 (A — E) X=0 的 解 ,因而 (A 一 E)+r(A- 
2Е)<и. 

УНТ A- E- (А -2Е) = E,135/H (А - E) +г(А -2Е)21(Е) = n, 
НЖ,(А- E)* r(A-2E) = п. r(A- E) = А,г(А -2Е) = 5, £ + s= n. 

ia, a ÆA- E 的 列 极 大 线性 无 关 组 ,8 ,…,B. 是 A 一 2E 的 列 极 大 
线性 无 关 组 .由 (A - E)(A 25b) 7 0,00 让 ,…, 忆 是 属于 特征 值 1 的 线性 无 关 
的 特征 回 量 . 

&H(A-2E)(A- E) 20,50 @,,…,@, 是 属于 特征 值 2 的 线性 无 关 的 特征 
向 量 . 因 而 a, a, B’ BAREL. S T-(a,,,G,. B, B.) WS 


1 
1 
А |. 
2 


点 评 XSVACP'"'".,ZVSB(A-taE)CA + bE) 20, K''P ab, W) A 与 对 


fa РЕ 相似 . 


б 
#116 设 o,,…,o, 为 线性 空间 V 的 线性 变换 ,满足 
1) o°=0,,i=1,…,s, 
2) 6,06, =0,1 Æj, i,j} =1,;,,Ss, 
则 У= а. (У) +0, (У) + о, sto. 
RA ҮссУ, 5 В= а-о, (а) – о, (а) – ‘~ – с, (а), WA 
с.В) = о, (а) - с, (а) =0,1=1,:-°, 5. 
因而 c Г s7 (0). FÆ 
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а= B*o (а) o, (0) * s (a) € o (V) e (V) e (У) + (| о; '(0), 


故 у= 0 (М) +0, (У) + + a (М) + N o, (0). 
о, (a,)+o,(a,)+ + c, (a) t Y 70,0, (а. )€ o (У), Y € 


(19:00), 则 с;|су(@,)+о,(@,)+ t o. (а) + Y]l7oe,(0a,)50,4-71,:,s, 
从 而 也 有 Y==0, 即 0 元 素 分 解 唯 一 .因而 ， 


$ 


V=0,(V)+o(V)+ о, (У) + [| о; (0. 
例 17 КРАЩЕ, V ЖР EB n EREZIE, 是 V 的 线性 变换 ,证 明 
下 列 条 件 等 价 : 
1) c 是 数 乘 变换 ; 
2) o 5 V 的 全 体 线性 变换 可 交换 ; 
3) o 在 任 一 组 基 下 的 矩阵 相同 ， 
证 明 1) > 2) 显 然 . 
2) 1) 设 a, G 是 V 的 一 组 基 , 且 о(а,,-,а,) = (G, 
a,)A. 
VBCP'", c(a,,:,0,)-(a,,:7,a0,) B, от = co, N| AB = BA, 
由 B 的 任意 性 , 则 有 4 为 数量 阵 ,从 而 o 是 数 乘 变 换 . 
1) > 3) 显 然 . 
3) > 1) 设 sg £, V 的 一 组 基 , 则 6,7, 6 1,8, * £8.15, 7S E, 
也 是 У 的 一 组 基 ,i,j;=1,…,n. 
假设 o 在 任 一 组 基 下 的 矩阵 为 4 ,由 于 
(6,,7 7,8, 1 9B +8, 841; 8 ) = (8,,oL 8 )(E + E;), 
故 c(£,,',8& ,,&; HE £7 E) 
-sc(&,,",£,)( E + E.) 
=(в,,.,&„)А(Е+Е,) 
= (BE 4,8, * € £i, 7, E, (EE) АСЕ+ E;). 
TE,(E-E,) A(E*E,)7-A,Hi 
A(E* E,)-(E-* E;)A, 
从 而 АЕ, = E ,A.i.j= 1, n ҢА 为 数量 阵 ,好 о 为 数 来 变换 . 
例 18 设 c,r 是 数 域 P 上 的 线性 空间 V 的 线性 变换 , 且 о =o,r =r, HE 
HH: 
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1) (о+ т) =(c+zr) 的 充 要 条 件 是 oc =то=0; 
2) co(V)=r(VY) 的 充 要 条 件 是 cr = c, 0070; 
3) с (0)=т (0) 的 充 要 条 件 是 cr 0,070 т; 
4) dr от = vo ,lli(ao t r— or) =о+т-от; 
5) X; or = co = O , Di 
(otr)(V)=o(V)+r(V), (ot+r) (0)=c (0) Пе (0). 
证 明 1) (otc) = (c + c),Hlll a^ + or + crat c = с + or + zo + z = a + 
rr, 从 而 有 oc + zc = 0 ,ËB|] or = — to. + E 
ot = от =(от)т=(—то)т= — т(от) = - т(- то) = ro= — от, 
故 от = тс = 0. 
反之 , 设 ост= то = 0, (о + t) =o + отъ то + т = о + т. 
2)  о(У) = т(У), Ч Va C У, т(а) Єт(У) = с(У), Ж 3pBc V,fe 
т(а) = (В), М от(а) = с (В) = (В) = т(а), AE ог= т, то = о. 
反之 , 设 от= т,то= с, У аЄо(у), ВЕУ, 
а= с(В), т(а) = то(В) = с(В) = аЄт(У), 
Ш сСУ)Ст(У), Я c( V)C o (V), a (V)= т(У). 
3) ik a (0)=т (0),e 为 V BJ IH S$ APER. V a € V H o° = c I 
с(со—є)(@)=в (а)-о(а)=с(а)—о(а)=0, 
从 而 (oc -e)aE€o (0)=т (0), T E т(с-є) а -0,BI/ 8 то(@)=т(@), 
EX ro = rt, HR cr = о. 
有 反之 , 设 to=rt,or=o. 对 YeaEo (0),J] o(a)=0.M m т(а) = то(а) 
-0,# аЄт (0), o (0) 必 rr ' (0). 
[Ж z (0)Co (0), 故 oo (0)=r '(0). 
4) 由 or = ro ,直接 计算 可 得 . 
5) 设 or=Tto=0.YVaE€E(lo+t+r)(V), 则 jpBEV, 使 
«=(в+т)В=о(В)+т\)Єо(У)+т(У). 
Бе, Ча+ Вєо(У) + т(У),аЄо(У), ВЕт(Уу), 5а, , В, СУ, 1 
а= с(а,), В=т(В,), | 
由 or = ro = 0, 9 
«tf = с(а,) + т(В,) = сг (@,)+ от(В,) + ro(@,)+ 2 (P. ) 
-6(o(a,) + т(3,)) + т(о(а,) +т(В,)) 
= (о+ т) (о(а,) + т(В,)) Є(о+т) (У), 
ША (о+т)(У)=о(У)+т(У). 
显然 有 o (0) Пт (0) С(о+ т) (0). 
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X \УаЄ(е+т) '(0),M( a + z)m = с(а) + т(а) = 0, Mm с (@) + 
or(@)=0, 由 or=0 НЗ с (@)=o(@)=0, 即 有 aEo (0). 

同 理 acc (0), В (с+т) '(0)S o Í (ofc '(0). 

ВЖ, (с+т) (0)=в ' (0) Пс o). 

0119 Иод ЕР 上 线性 空间 V 的 线性 变换 , 且 o = (є Æ V 的 恒 等 
А). ПЕВ, V 中 每 个 向 量 w, Ја, , а, СУ, о(а,) =а,,с(а,) = -а,, 
Н a 可 唯一 的 表示 成 wx: 与 a (8 g = а, + а, EPE). 


证 朋 VaEV, 设 а= 5 (є +0) а.а, = (e -с)а, lili а = C +с)а 


+206 -о)а= @, + O, , 而且 


(а, ) = oC + о)а }=-о(а) + уо?(а) =-уо(а)+-уа 


=-у(є+в)а=в,, 


2(а,) = e( (e a) (а) -Jo (a)=50la) -5a 


1 1 
-3(-ato(a))- -3(e-o)a- -0,, 


i а= В, + B, , H. с(В.) = В,,с(В,) = - B, , WJ 
c(a)-6c(a,)*6o(a,)-a,— a, 
c(a)-7oc(f) +o(B,)= В, - В,. 
T£É€.a,ta,-p], + В,,а, – а, = В, - B., 
两 边 相 加 ,得 2a, =25 ,因而 ,a, = B, AmA a, = В,. В, а 可 唯一 地 表示 
№ а уа, 2 Ж. 
020 设 o 是 数 域 P En 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 且 c = с, ШЕВ: 
1) с '(0)=1£- o(ë)|£€ Уу}; 
2) М= 0с '(0)+oa( V); 
3) # c ЖУ 的 一 个 线性 变换 , 则 c (0) ol VRE т 之 下 不 变 的 充 要 
条 件 是 ur = то. 
ШВ 1) V£€ V,o(ë— o (8))=o(8)- o (8)=o(8)- о(ё) = 0. Ж, 
£— a (8)€ os (0). | 
HZ, gaco (0), W с(а) =0, Am a — a —o(a), BUG 
o (0-iE-c(£)IECVI. 
2) Має V,a-(a-oc(a)) *o(a)€o (0)+o(V), 因 此 ,V=o (0) 
*t c( V). 
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pea (0)Пе(У),Ш (В) = 0, Ha У.{# B= a (G), ut, 
B-c(a)-7c'(a)-o(f)-0. 
Ро (0) По(У) = 101,6 V-2o '(0)*o(V). 

3) š o (0) о(У) c Z РАУ, ШУаЄ у, н 2), ЗВЄос '(0), y 
Eol V) f a = В+ Yy.H+ о (0) 和 oc(V) 都 在 t+ 之 下 不 变 , 则 (В) Є 
в (0),r(7Y)Eo(V). 于 是 ,go(r(PB))=or(B)=0,oc(r(7))=r(Y), 因 此 

or(@)=or(B)+ oc(y)= z(7). 
由 于 pes (0),YEo(V), 所 以 o (B)=0,o(y)= Y, Am 
ra (@)= ro (B) + ro(y)= c( Y). 
于 是 有 ог(а) = re (a), ib or = то. 

反之 , 设 cr=r.YeogEc (0), W c(r(a)) = т(о(а)) 0,BrIÀ т(а) Є 
c (0), 即 o (0)&Ет ЕЛЖ. 

УаСо(У), Н a = с, o(a)— а, ЉТ c(a)— г(о(а)) = с(т(а)), В 
Ж т(а) Єс(У), Ш a ( VOXE c Z F AF5. 

例 21 ix V 是 数 域 P Ел 维 线性 空间 ,o 是 Y ЈЕЛЕ, суа ( V a € 
P, £ V 的 恒 等 变 换 ),g(x)=x -— 4 Н g(o) 一 0. 证 明 : 

1) 2 和 -2 都 是 ce 的 特征 值 ; 

2) У= V,+ V .,. 

证 明 1) 证 法 1 a, aea, ЖУН E, B. o # > 4H E F 09 E BE 
ДЖА,  е(о)=0,Ц (А) =0= (A - 2Е)(А * 2E) = (A + 2E)(A -2E),Hi 
Fota, WE AZaE, Va€ P. РЖ A -2E70,A +2Е50. 

Am, fH(A-2E)X-0 HI(A*2b)X-0 都 有 非 0 解 . 故 有 |A —2E| 
=0,|1A+2E|=0, 即 /2E -A|=0,|-2E-A|=0. 

因此 ,2 和 -2 是 ce 的 特征 值 . 

证 法 2 glo)=(o-2e)(o+2e)=0, Н озає, УаєрР, Ж ос + 2520, 
Ш Зас У, 650,1 (0+ 2) 050. 

^ В= (о +2е)а50, Н Ғ(с- 26) В = 0, 8 ов = 28, В-=0. 

因此 ,2 是 o 的 特征 值 . 同 理 -2 也 是 о 的 特征 值 . 

2) 由 了 的 第 一 种 方法 ,ac(oi，…,G)= (cl @ JA, RCA - 2E)(A + 
2Е)=0,8(2Е-А)(-2Е-А)=0, FI 

rÉ2E-A)*1:(-2E- A)xn. 
НН (2Е- A) - C C2E - A) - AE , iil 
r2E —- A) * r( -2E- A)2m. 
HME r(2E- A)*r(-2E- A) n.URifi ,ZE(CV,) + (У ,) = лп. V= у, + 
2 
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AF 1) 的 证 法 1 利用 齐 次 方程 组 的 理论 ,证 明了 2 和 -2 是 4 的 特征 值 . 
证 法 2 通过 oae ,由 特征 值 的 定义 证 明了 2 和 -2 是 w 的 特征 值 . 

例 22 设 V 是 数 域 P 上 维 线性 空间 ,o,r 是 V 的 两 个 线性 变换 ,o ТЕР 
EAn 个 互 异 的 特征 值 , 则 有 

1) o ВЧЕН А DAE т 的 特征 癌 量 的 充 要 条 件 是 or = то; 

2) 若 or=ro, 则 zr 是 e,o,o ,…,o" ”的 线性 组 合 ,其 中 6 为 V ЈАЗА 
H. 

证 明 设 X,,4,,…,A, 是 oa 的 n 个 互 异 的 特征 值 ,al ,as,…,a, 是 o 的 分 别 
属于 特征 值 A ,和 ,,… ,4, 的 特征 同 量 . 由 于 A.A. ,4, 互 开 , 因 此 ,Qi ,as,…， 
a, 是 线性 空间 V 的 一 组 基 . 

1) 证 法 1 若 每 个 a 都 是 r 的 特征 向 量 , 则 了 mcEP, 使 r(a;)= pg;,i= 
l." n. Fd 

ar(G@;)= o(n,G@,)= uo (G, ) = rÀ @, = A, Ca, ) 

= A, (т(а,)) = т(Аа,) = c(a(a,)) = vo (a, ) i7 1,2, n. 
HT ci ,av a, Æ V 的 一 组 基 , 因 此 от = то. 
反之 , 设 or = to ,对 每 一 个 @,(i1=1,2,…,n), 则 有 

с(т(@;))=(ог)@,=(то)@,=т(о(\е@,))=т(А@,)=А,(т(@,)), 
于 是 r(a)€ V, .由 于 维 (W )=1,М Ju € Pf (а) umi 12, 
n.& a, d.i c 的 特征 向 量 ,i=1,2,…,n. 因 此 ,so 的 特征 向 量 也 是 r 的 特征 加 
Е. 

证 法 2 设 gs ,8,,… ,8, 为 线性 空间 V 的 一 组 基 , 且 o 在 这 组 基 下 的 矩阵 
HA, HFa, ,a;,… a, ос 的 分 别 局 于 特征 值 i, ,4;,… ,4, 的 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 (不 妨 设 为 列 向 量 ) ,因此 , 令 T=(@i,0s,…,Q,), 则 有 

А, 


А, 
ir Ee e, 0.6, ГЮЖРЕУВ, Т о, ,0,,`,а, Шт 的 n 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 . 因 而 , d и, n scr, ЄР, 
Hl 
H2 
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于 是 有 
T ABT =<(T'!'AT)(T ! BT) 


А; P1 
E Аз H2 
À, 
Kı À, 
_ #2 A; 
Hn 
= T` BAT. 


Н Ж, AB = BA, 即 有 ог= то. 
Б. ,1 вү,&;, С, A V, ПН. 


0(8,,€£;,'7,£,) = (&,,8,,',Е )А, 


c(&, , €; 2UO.€,) SCEL, E, 


> T=(a,,@,,,0a,), WE 


由 于 AB = BA , 则 有 


n 


,BE ) B. 


(T AT)(T BT)-T' ABT-T ! BAT-(T ''BT)(T AT). 


设 


Хур 21 
L2 X22 
-1 
T'BT- | 
Tani Xy 
则 
Iq Ту) Lin А, 
Хә] T2 +), À; _ 
X “2 Жал À, 


214; 


222 4, 


a2 À; 


À ъ + E 
| Aq] T X1, Жү А 214; UU X044, 


4, Ta a “l Lo, _ X344; X24; с Tanha 
| A, Tal a2 Ut un Tal À, a2 д, n ЖА, 
由 于 А, A... A, Н E LEX Ai 二 0, 当 ¿2 3 , Bill 
Tit 
€ 
T 'BT = 7 | 
X nn 
从 而 
Til 
T22 


BT = ( Ba , Ba, , + , Ba, ) = T 


Vi 


= (х6, (22025, 7,x,4,). 
因而 Ba, = r,a0;,,i—1,:- , n. B a, 也 是 的 特征 向 量 ,i=1,…,n. 
2) 假设 or = то, HH 1), G, th E z 的 特征 向 量 ,i = 1,…,n, 因 而 ， Ji, ЄР, 
使 r(@ )= uj; i=l, n, TRA 
А, 


0(0,,0,,::,0,)- (0,,0a,,-, 0, ) , 


Kı 


г(в,,@,,з,@а„)=(а@,,@,,,@) i 


考虑 方程 组 
Tı Àz tt + Ai oc, — Pi 
Zi TA T ++) x, = h. (1) 
] 
ritme tA le = н, 


由 于 系数 行列 式 
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кылыт. =] м. dE m 0 ce mme 


© ` a - EE Ы 
ат: Tem" -- - H 
. Qmm 7 
tee 


(O^ É HP [| (А. -2,)=0 
: : : 1<]}< п 
] A, A cv AV 

于 是 方程 组 (1) 有 唯一 解 , 设 为 (ao ,al,*…,a,)， 

Bp a taj + +а,А =p,,i=1,2,.,n 

于 是 (a +а, А, t: +а,А")а, = ua, i =1,2, n 


由 о(а,) = Аа, ,т(а,) = ра, D] 
(aye + ao t as) + t a.a" a, = rla), 2—1,2,:,m. 
由 于 a ,0@,…, 0, 是 V 的 一 组 基 ,因此 
rz 一 age+al+ao + +a, 
点 评 证明 1) 中 的 证 法 1 直接 利用 线性 变换 的 定义 , 即 两 个 线性 变换 相等 
的 判别 进行 证 明 ,而 证 法 2 是 利用 线性 变换 a 和 + 的 矩阵 4 ЯВ, Н А 相似 于 
对 角形 ,及 相似 对 角形 对 角 线 上 的 元 素 互 异 ,再 利用 oc 和 zc ENDE AB E AB 和 
BA 相似 ,得 到 B 也 是 对 角形 ,由 此 得 到 要 证 结 采 . 
例 23 设 Q 为 有 理 数 域 ,V 是 QQ 上 的 线性 空间 ,o 是 V 的 线性 变换 , 设 a, 
B,yYEV,ax0,8 с(а) = В,0(В) = Ү,о(у) =а + В. | 
证 明 :@,P,7Y 线性 无 关 . | 
证 明 首先 证 g, 有 线性 无 关 . 否 则 ,由 5 天 0 , 则 TET 不 妨 设 
В = ka ,从 而 有 


n-l 


Y -c(f) = c(ka) = k(c(a)) - kB k'a, 

TE atf-c(y)-k'oc(a)-k B-k'a. 

УН а+В= а + ра, (k -k-1)a=0, H a#0% k? -k-1=0,5 x 
—r-1-20 X8 HB. а, В 线性 无 关 . 

下 证 а, В, у 线性 无 关 . 

£ @ ,PP,Y 线性 相关 ,由 于 a. В REZA, AIk, EQ, E у= ka + IB, 
因而 

a+B=o(y)=ko(@)+Llo(B)= kB + ly — kB + L(ka + IB) 
= kB + На + В= kia + (k - p, 

(21-1) а + (2+ 2 —-1)p=0,H o, B REER, HW] bL — 1, k + P 51, BA Г 
+Ы=1,Ы=1,М 2 -1+1=0, 5 x'-x-150 НИЮ. 

0124 UU W,, W, ЕЖЕ P Ел 维 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,而 且 维 
(W;)+ 维 (W,)=n ,证 明 : 存 在 线性 变换 go, 使 so (0)= Wi,o(V)=W 

证 明 RECW, )=r, WCW, )=n-r=s. 
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= = 一 一 PE : P : . ` че Жыр Т NEL "s "CMT UR T T 
- 站 na Was pr ee < I a rc "v "m -A - v1 ._ _ E - п T. е " л — x om m CE rr EUN FE pp 
' T nium ылы. ай w. "amam c RARE r.a. iul pue э ль E ANE rome sies RR - -- - 2 


he пл... 


# т=0, a= (У 的 恒 等 变换 ). 夺 ;=0, 取 o=0(V 的 零 变 换 ). 咎 0<r 
<n, 在 W PRHE gl ,aa ，… ge ЖОЧУ V  Жа,,а,,,@,,@,,,, 
5,0, ,在 W,; 中 取 一 组 基 61,6, Ве, 

0, 1<;<r, 
«(071 r +1<¿<n. 
易 知 a 是 V 的 线性 变换 , 且 有 
c(V)*L(s(a,.),,oc(a,)) LOB i B.) Wa. 


由 于 o (0) = D "1003 ka; )=0 i$ a= > ра, Єс (0), 


c(a)-— 2, b. p, = 0. 
H B... ,PB 是 W, 的 一 组 基 , 则 Ё, = (),: = r+1,: п, 


а= > ka = > ka € W,, Bic (0)W,. 
i=l i=] 
Ё a = 2. La, € W,, Н c(a;)-0,i-7 l,-,r, Ё c(a) = 0, B e 
j=1 


= V La € (0). B) W,C o (0) HE 671 (0) =W.. 


例 25 dio 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,4, ,), A 是 o 的 
互 不 相同 的 特征 值 ,a a... @ 分 别 是 a 的 属于 特征 值 *, ,4;,… ,A 的 特征 向 
量 , 若 W Жо 的 不 变 子 空间 ,并 且 B=a +а, +t +a, Є М, ЕНН: (07) 22А. 

ШЕН (А) = (А-А) (A AL) АА) (А-А), 由 
W E o 的 不 变 子 空间 知 W Е f (o) ОАР le]. НЕ B€ W, 故 fo (с) (В) 
€ W,izl,, E, Bl А (о) (а) + + 7, (0) (а) W. 

н Ғ(с- 4,1) а, = с(а,) – Аа, = с(а,) - о(а,) = 0, у, (о) (а) = 0, 
Z; В, (с) (а) = ў. (с) (а, + Ta, + + а, ) = Co) DC W,i- 1, 
оь. 

由 于 ((4 7-205, 5) 21,883 и,(А),ъ,(А)ЄР[А1,й 
и, CANA A; * v; (А) (A) 7*1, 
TR. 


a; = (uj(o)(o - AI) + о, (о) 5, Co)) Ca) 
= и, (o)(o - Al) Ca) * v, Co) fi Co) Cai) 
= v(o)f;(o)(a,) € W, i=1,.%,k. 

由 于 ci ,0,,… ,0 线性 无 关 , 且 均 属 于 У, (И) 222. 
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0126 iC E £ 23k ЕВЕ 25 [H], z 是 V 的 两 个 线性 变换 ,是 or = 
ro , uE BH . 

1) NUR AJ о 的 特征 值 , 则 V, 是 z 的 不 变 子 空间 ; 

2) о,т 至 少 有 一 个 公共 的 特征 网 量 . 

证 朋 1) Yag У„,б(т(@))=от(е)=т(А„@)= A,CrCa)) ,因而 rla) 
€ V, ,H) V, 是 c 的 不 变 子 空间 . 

2) riy Ж V 的 一 个 线性 变换 ,在 复数 域 Б, с, BAREN à , 故 
Зає V, ,07£0,18 т(а) = А, (а). н T @Є V, ‚ЖЯ о(а) = A G. В} a Xo 
Ж т 的 公共 的 特征 回 量 . | 

例 27 证 明 数 域 PP 上 的 任何 ” 维 线 性 空间 的 真子 空间 均 可 表示 为 在 干 个 
п 一 1 维 子 空间 的 交 . 

证 明 设 V 为 P 上 的 线性 空间 ,W 为 其 真子 空间 . 

zi 2 (W) = n 一 1, 则 结论 正确 . 

I 3ECW)= r< n 一 2, 令 e, eE AWBR, P AN VÆ E, E, 
gos 8, 5 

W,-L(&£&,,"7.£,,£,.1. 77 £, 4), 


W,-L((&£,,".&€, » £,.1 *8,,'77,£,.,), 


№, = LCE, E, 6,31 TART- TET + £,), 


则 WC W,,i-1,-,»-1,JTmi Wc [| W ,对 任意 的 a€ [| W, w 
i=] i=} 
а = kE, + k;g, t T k. BuU ЖО T k, 8, 1 
=] 8 tlE +, Tl CE1 tE) ton T lu a8. 
从 而 有 [,,=0,k 70. | 
ИНЖ ЕН) 9718 А, == 2, =0, а= Аё + + k a € W, W 


例 28 C 为 复数 域 ,A CC" WEH A 与 对 角 阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 对 
于 任意 的 EC,)XE - A 5S(AE 一 A) 有 相同 的 秩 . 
证 明 设 A 与 对 角 阵 相似 , 则 存在 可 逆 阵 了 ,使 
À, 0 
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所 以 YAEC, 有 Т '(АЕ-А)Т= 


À — À, 
À — À, 


(一 人 
T (AE-AYT- 


因此 T (AE-A)TS5ST '(AE-AY T =. T ü|3ÉA,AE- A S(AE - 
A) SHE. 
RIEQXTACC,E-A S(AE-AYASE.B TF ACC" M A 与 若 
ЖУМ EE TR DL , B ТЕНГЕ T oui 
Ji 


| | J, 
其 中 JAER KH ,: 一 1, , s , LO J, + dé fA JE (Вр J; ^S 1 ZR BJ ) , dS 
WM Ј,, BI 


А; 
1 A, 
J. = Д ‚222, # 
1 АЈ, 
0 
0 
0 0 
1 O , 
ME-Ji=| . .  5QE-J)-| 0 0 ! 
| 0 А ., 2 
1 0 0 


由 此 知 (XA.E 一 J 了) ЖЛЕ A E-J ЮЕ, Am T (А, E - AY T 的 秩 小 于 
T (A,E- A)T 的 秩 , 进 而 (41E 一 4) 的 秩 小 于 ALE 一 A 的 秩 , 矛 盾 . 故 每 个 
Ji 
LAHAR MTT AT-| 7 Нас). 
J. 

例 29 设 AEC”"(C 为 复数 域 ), р(А) у А 的 特征 多 项 式 , 证 明 (А) = 0 

(不 用 哈密 顿 - 凯 莱 定 理 ). 
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ШИН iS /(A)=]|AE- A|=2 "+a, А+ +a tas ,W TOC ЕҢ 


Ј, А, 
a J; l А, 
Юю R tE T'AT = . ‚Жр J, = . . AE ZF 4 
J, 1 А, 
块 .于 是 
FT АТ) = (Т АТ)" +a, (T'AT) ! *--*a, T 'AT* a,E 
fü) 
_ fJ) 
fJ.) 
f(A;) 
bi f (Ai) 
而 f(Ji)- e, ‚ 
bou fu (X) n ba f (Àj) fO) 


AUN fCA)BS k. ER. e £(3,) 20,7 (3,) 50,7, f U0(A)=0,f(J,)=0,+ 
是 f(T AT)=0, 进 而 有 f(A)-0. 

例 30 设立 是 数 域 己 上 的 =” 维 线性 空间 ,o 是 V 的 线性 变换 ,o ТЕ HE 
下 的 矩阵 为 对 角 阵 .4, ,… ,4, 为 o 的 全 部 互 不 同 的 特征 值 ,证 明 存在 线性 变换 
0,,'7,0, , T | 

1) o, t: toe, = e(e 是 V 的 馆 等 变换 ); 

2) ào t t Ào = G; 

3) o 70, 1753, i} 71,5, n5 

4) oí70,,i1,',r; 

5) (У) = V, i=, ,7. 

ШВ ”由 已 知 ,V=V +. + V, ,УаЄуУ, a= a,+ -: +а,,а, Є 
V, , 令 o (а) = a, JI a, V 的 线性 变换 

1) (с, +: +o )а= а, + t a, = а, о o7 +o =e. 

2) (А, ос + +à с. )а = А, о, (а) +: t À,0,(a) = Аа, +: t ÀG, 

=0(0,) +: +о(а,) = ola, +: +а,) = о(а), 
BUB Ао, + + Ао, 7c. 
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3) co (a) = o,(a,) 20,05 j EX 0i0 = 0. 

4) с:(а) = с. (а) = а. = с. (а), і =1,:-,п, W с —9,. 

3) Vo, (В) Со, (V),B = В, +... + В,, p € Vic (В) = B, € V, , т 
o, (V) V, ,YBE У, ,B= с, (B)€ o, CV), 35 V, С Imo, , ЯЗ V, = 
o, (V). 

0131 设 o 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 线性 变换 ,以 下 结论 成 立 : 

1) Zr f(x),g(x)€ PLx , B. f(x)  gCx) hx), Cg x) A Cx) — 1, Bl] 

f (0o)(0)=g (0) (0) +А (0) (0); 

2) Ж Р(х), р(х), EK(QuO)J€ PLx ]Z; H f(x) = f(x) (=), fi (>), 
С) Н.Ж, (0) (0) = fi CaO) 9 fi (с) (0). 

证 明 1) H(g(x),h(x))-1,du(x),v(x)€ Plr], f$ к(х)и(х) + 
А(х)ъ(х) = 1, М 

g(o)u(a) * h(o)v(a) = є, Cc 为 的 恒 等 变换 ). 

X VeC€f (o)(0,a-ec(a)7 g(o)u(o)(a) + h(o)v(o)(a),H flo) 
= g(a)h(a),W] h(o)g(o)u(o)(a) = f(o)u(o)XB)= uCo)C fCo)Ca)) =0, 
于 是 

g(o)u(oc)(@)C€ h '(c)(0). 
38 h(o)v(c)(a)€ g (cc)(0) ,因此 | 
(g(o)u(c)+ А(с)о(с))а=аЄА (a)(0)+g''(o)(0), 
Bl f '(a)(0)Szg (2) (0) +А '(c)(0). 
KZ. ae+Beg (а)(0)+А '(o)(0,a€g (а)(0),ВЄҺ '(o)(0), 
f(o)(a +В) = g(o)h(o)(a) + g(o)h(o)(B) 
= Һ(с)(2(с)а) + g(o)(h(o)B) =0, 
Hub at BC€f (c)(0) РЕБ f (с) (0) = в (с) (0) + h (с) (0). 
设 xcEg (с) (0) ПА ' (с) (0), W g(a)@ = А(с)а= 0, 
а= (0) = g(o)u(o)(a) t h(o)v(o)(a)-0, 
即 g (2) (9) ПА (с) (0) = 101. НЮ (с) (0) = (0o)(0)+h (с) (0). 

2) 对 s Н. 

M s-2Hf,g DAERA. 

假设 结论 对 -1 时 成 立 ,下 证 结论 对 也 成 立 . 由 于 f(x), f. ( r$ 
EE "n 

(С) fa. EK =1, 
令 g(x)-fi(x)-f,x2,B 1) 得 
f (о) (0) == (s)(0 * f; (е)(0), 
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由 归纳 假设 
g (co)(0)= fi (о)(0)+ + f 1 Co)(0), 

因此 ,ff (в)(0)= f, (0o)(0)+ + f; (с) (0). 

例 32 设 o 是 数 域 P E BJ n 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,证 明 : 

1) 在 Ptzj 中 有 一 次 数 委 六 的 多 项 式 f(x). f(o)=0; 

2) f(=),g(=)C€ P| z=],B(f(z),g(z=))=d(x),# f(o)=g(o)=0, 则 

dlo)=0; 

3) o 可 逆 的 充 要 条 件 是 有 一 常数 项 不 为 0 的 多 项 式 (r), E f(o)=0. 

WA 1) 令 L(V) 是 V 上 的 全 体 线性 变换 构成 的 数 域 P 上 的 线性 空间 ， 
BT L(V)EP"" , 故 维 (L(V)) =n, Й e,o,o^ c, o" 线性 相关 , 故 3P 


Г.А 全 为 0 的 数 950,4, ,Q, ,使 > ас = 0. 
і= 0 
2 


4 f(x)- > az , 则 Рх) лп, HA f(a)=0. 


2) Щ(/(х),е(х))=4(х),ИИЧи(х),о(х)ЄР{х],# /(х)и(х) + 
g(x)v(x)- d(x), ЖН 
Ј(с)и(о) + g(o)v(o) = а(о), 
H (0) = g(o) =0, WA 4 (с) =0. 
3) Ёо 可 道 ,El ,…,&, 为 V 的 一 组 基 , 日 o 在 基 g|,…, 8, 下 的 矩阵 为 4， 
HHJ А ВЕ 22050 f(z)= |zE - А |= х" +а, x" te taxta E Ѓ/(А) 
=0, 由 L(V)=P"”"” WW (с) =0, 8 Ғ o 9707, f(x)250 IE, W a 0. 
反之 , 设 (х) = ах" +a x” teeta xta lai 0), (с) = 0, В} 
a o” ta, 0o" +5 +ајс+аџє = 0, 
于 是 ， 
c(— ac lano" +a, 0" ^ t: t a40  a,€)) 


m-i 


-1 m 
一 一 ao (а,0" +а„.\0 


因此 ,o 可 逆 . 


+ +аџс) = -a (- ау) = є, 


Bias d p= |, NE Xn 阶 实 对 称 矩阵 ,A USE ЛИД у, (А) 
ЮА, ,… ,4, , 求 B 的 特征 多 项 式 和 特征 根 . 
AE -A 
-A AE 
E E\/àE -A\/E -E| (AE-A 0 
» a AE In E Ы -A AE+A) 
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解 О) = ag -Bl | ,由 于 


& (А) = 1АЕ- В| = lAE- A|-|AE-* Aj 
—-|AE- Al*(-1)'| - AE- A. 
-(-1)'f. (A) fa — A). 


HB 的 特征 值 为 人，…,A ,一 和， 一 入， 
例 34 А Jn 阶 正定 矩阵 ,B 为 n ЗСК ВЕ, Д] AB HI BA 都 与 对 
fA XB EE TB UL . 


证 明 1) 由 A IEE, ЭЧЕ P, A = РР, РЁ P 'ABP = Р'ВР 
En KEIER, IN P ABP 5 XT fa JE РЕН, ВТЕ АЕ Ee 8, 使 
Q '(P'ABP)Q-(PQ) AB(PQ)AXIT8 EE, 5X AB 与 对 角形 和 矩阵 相似 . 

而 P'BA (P) ' = P BPP (P) = PBP E n 阶 实 对 称 阵 ,因此 
P'BA(P”) !' 与 对 角 阵 相似 , 即 存在 可 逆 矩 阵 K, 使 K (P'BACP) ')K = 
((P)'K) BA(P) К 为 对 角形 , 故 BA 与 对 角形 窍 阵 相似 . 


0 1 … 1 
1 0 e 1 
例 35 В = А . = А – Е, 

1 1 0 

1 

1 1] + 1 | 

KmRA-2]|: | : “am а=. |, B 的 特征 值 . 
1 1 ... 1 ° 
1 


8 |AE —B|]=|AE, - А +Е, |= (А +1)Е, - Al -I(A* DE, 一 CC 
= (А+1)" 7 (А+1- л), 
E B НЕЛЕЕ - 10и -1 Ж) 2-1. 


а? аја. tl … аа, +1 
aa, tl a; бо aya, +1 , 
例 36 求实 对 称 阵 4=|  . | 的 特征 值 ,其 
а,а +1 a,a;*l 入 а 
— __ - 2 
中 2. а; = 2. а; = 1 
a, 1 
1 а a, шъ, 
RA-| ` ^ 2 |-к,#®вв-к,, 
: : 1 1 
a 1 
其 中 В = Ú й > a | 
1 1 1j 
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ІАЕ, - А |= АЕ - ВВ+Е, |=|(А+1)Е-В В| 
=(A +1) *I(A* DE, - BB | 


' 
A+1 0 219. 24% 


=(A+1)"”2 | |- 5 - 
) Ü À +] n 
$a n 
{ = | 
А +1 0 1 1 
=(A+1)" ° | -| | 
0 À +1 l m 
À — 1 
-(A*1)' ° 
-1 А+1-л 
=(A +1)" "[А(А+1-л)—1]=(А+1)"Җ(А°—(и—1)А4—1), 
_ Ja -2n*5 
Fr V) А, 一 А, = +++ 一 Д, 二 一 l, À,-1 = Dry nts, À, = 


(я=1) - уп = 2п +5 
—. 


37 iX ACC" "',aC€C',a 是 复数 域 上 的 n EX DES а, Аа, `~, 
A" о REEK, A E A 的 任 一 特征 值 , 则 V, 是 一 维 的 . 


证 明 о, Аа, ---,А" a 是 C’ 的 一 组 基 ， 


0 0 О E, 

2 н п 1 0 0 Ë, 
(AG,A а, ,А'ос)=(@,Ав, A" a) ‚ 

0 0 - 1 Ë 


0 А 
= (a, Aa, =, A” la) d. 
E, ., K 


0 А 

^ P=(a, Aa, A" а) EC”, pP H|, Di] Р АР= |, | MES 
BA 5T. SEIAE-A|I-IA,E- TI,BITIAE-AI-ZO,HA,E- TH 
—n-lBUTTHNO,WEE(A,E-T)—n-l,HTA,E-T-A,E-P AP 
=P (AE-A)OP,BGE(O,E- A) - Ж(А,Е- T) n - 3, ТД (У, )= 1. 

0138 设 C 为 复数 域 ,4, BEC”, H АВ = BA. WH, FE n ВЕ 
G, 使 G AG MG BG 同 时 为 上 三 角形 . 

ШЕ 对 A ,B 的 阶 数 n 用 数学 归纳 法 . 当 n=1 人 时 ,结论 显然 成 立 . 假 设 结 
论 对 n 一 1 MEERA, PERNA n 的 矩阵 结论 也 成 立 . 
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Н AB = ВА, А,В ВАЖКЕ EE o, Aa =à a, Ва = па, а 
20, R @ 75 C'hJ— Жа, а,, `` a, ( 均 为 列 向 量 ). 设 


А x 
А(а,а,,`,а,) -(Aa,Aa,,:-,Aa,) = (a,a,,--,0,) | ‚ (1) 
0 A, 
Hi * 
B(a,@,,::,@,)= (Ba ,Ba ,Ba,)=(@,@,,*,a, ) (2) 
А; * P1 * Hı * À, 
н AB = BA. H | — ,于 是 А,В, = 
0 А,)|0 B, 0 В. 0 A, 
B,A,. 
由 归纳 假设 ,存在 n -1 阶 可 逆 和 矩阵 Q 使 
À; * H2 * 
Q'A Q= Q B,Q- 
0 À, Ü Hs 
^ P-(a,0a,,':,0,), (1), (2) XX , bill 
À x 
p'ap=| | ‚ p'ipp= |” | 
' 0 B, 
1 0 
$ G= p| E 
3 0 0 
А, x pr * 
С АС̧ = ‚ С !BG- 
0 À 0 Hs. 


0139 iX P9, -(a,,a,,"',a,)€ P' ,a;70,i 7 1, n, DU 

1) Ж В=- аа, МУУ тем, ЭЕЄР, 1 B" = В; 

2) ЖР Р, P^ BP 为 对 角形 . 

证 明 1) XE V m CN,B” = (аа) (аа) (ао) =а((аа ) (aa ))а= 
k(aa)-kB,H'p,k-(aa )” 1. 

2) H В= аа, W r(B)=1, aE - B| = |АЕ- аа| = А" |à —- aa | = 


VU Ac а! ВВ ОСЛЫ Е 0(л -1 Ж), >) a?. 


由 于 Ba = а (аа) = (У a! )a/, (030), B, = а E B 的 属于 特征 值 


> a 的 特征 向 量 . 易 知 
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- a, - a. 
Ü 
a, () 
dı . 
В, 0 ‚ B, = 0 В, = : 
: | 0 
0 | à, 
Ü 


是 B 的 属于 特征 值 0 的 特征 向 量 , 且 B,.B.. ,及 线性 无 天 .由 于 记 Boss В, 
也 线性 无 关 ， 
A Р = CB, , p, Bs В.) , 则 Р HJ, HA 


0 
例 40 iX 是 复数 域 上 的 n 维 线性 空间 ,el,e;,…,E, 为 V 的 一 组 基 .o 
为 V 的 一 个 线性 变换 ,和 且 在 基 8, ,g;,,…,8s, 下 的 和 矩阵 为 一 个 知 尔 当 块 ,证明 : 
1) V rP& e, 8 o 的 不 变 子 空间 只 有 V ЖЫ; 
2) V ho 的 任 一 非 零 不 变 子 空间 必 含 Е, ; 
3) V 不 能 分 解 成 c 的 两 个 非 平 凡 子 空间 的 直 和 . 
WRA 1) 设 o(g1,8,,…,8,)=(81,8,,'"… 8. )A, 
А 


其 中 4= | | 0. ажи. 


1 À 
设 V' 为 o 的 任 一 不 变 子 空间 , 且 z€ У", Д] ole) EV’ ,由 于 a(£,)— 
Ag1 + £j, BL 6,C V ARS 6,,6,, 6, € ,因此 ,V =V. 


2) 设 W 为 的 任 一 非 零 不 变 子 空间 , ЕС И, 6320,18 £ = > TENTE: 
bo se k 不 全 为 0, WAR EUR TOR О 的 数 ， 


n n-]l 
c($)— > k. (8,) = 7k (A8 + 8.1) + E,AE, 
i=] | i-1 


n n~t п – 1 
-A У) ket У Аё = А+ >, kës. 
i-i j71 j=l 
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n-1 п 
НҒ &,0(&) С W, 因 而 > Ee, СУ, © ё, = > kinis ol) = АЁ, 
j=l j=l 
n—A н 2 и 3 
+ > ё, € М, Ё, = > Ае, € W,.c(&£,)-— А6, + > ks. ЄМ. Ё, 
=] i=l i=] 


n73 f t 
一 У k&n Є W ,如 此 继续 , 则 有 5，， = 2 АБ») = 2 kien € W, 由 于 
1 | i=l i=l 


k= = k,- 70,80 6, = ka, ,由 &, 关 0, 故 s, € W. 
3) 2 V, , VÆ o ВЛЕЗ JUBU 218], Н 2), 6, СУ, N V, ЖҮ, + 
V, 不 是 直 和 , 故 V PERDER с 的 两 个 非 平凡 子 空间 的 直 和 . 


$7.3 J 5s 


1. 在 已 中 ,给 出 一 组 基 a, = (1,0,2), а, = (0,1,1), а; = (3, - 1,0) GE 
义 如 下 с:0(0) = (5,0,3), о(а,) = (0, – 1,6), о(а;) =(- 5, -– 1,9). 

1) K o Æ є, = (1,0,0), є, = (0,1,0), є, = (0,0,1) IAE а, ,а,,а, F B 
Ж EE ; 

2) Ж o 的 值 域 与 核 . 

2. 在 PiP, Y a=(zi tz, z) ЄР“, 

c(a)-(—m,tzx,-xQ.,x,7x4* Z4, 7 X400 rs ,XI — T3). 

1) Ж а 1£3£a,— (1,-71,0,00),0,—- (0,1, - 1,0), а, = (0,0,1, -1), е, = 
(0,0,0,1) РЕЖЕ; 

2) $ = (3, 1,2,5), Ж о(&) & а,,а,,а,,а, F И ЁЁ; 

3) >K o 的 值 域 与 核 . 


3. 在 Pep AREER ° g EY x€ P ,定义 01,05 ,04 M F: 
a b | [a b a b a b 
s QD-x[ 1900 = (4 1б = | M a) 
Ж 0,,0;,0, 3E E, ,Ey E, En FHER. 
4. 在 PP 中 , 设 线性 变换 o: 
dlzi, Z2; Z4) = (2a, 0, Z3, Z2 * ху). 
1) Koa Eka = (1,2, 7 1),0,; = (1,0, -2), а, = (0,1, 1) РЕЖЕ; 
2) 设 《= (2,2, - DoR 0(5) 8% а,,а,,а, F WJ PR; 
3) o ERRE? ЖИЙ, o . 


S. 在 复数 域 C 上 , 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ,并 判断 是 否 与 对 角形 
254 - 


РЕНИ, Ær -S AXT E БЕЛШ, ЖИИ 了 ,使 了 AT 为 对 角形 . 


1 1 1 1 
5 6 一 3 
1 1 -1 -1 
t) Е 0 01; 2) ; 
1 -1 -1 -1 
1 2 -1 
1 -1 -1 1 
2 2 -2 2 3 2 
3) 2 5 —4|; 4) 1 Š 21. 
-2 -2 5 -2 -14 -3 
6. 设 w ,ai ,ai ,04: 是 数 域 P 上 的 4 维 线性 空间 V 的 一 组 基 ,线性 变换 o 
在 这 组 基 下 的 矩阵 为 : 
1 0 0 0 
0 0 0 Ü 
А = 
1 0 0 0 
0 0 0 1 


1) Ж o 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 

2) 求 V 的 一 组 基 , 使 so 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 对 角形 ， РЕШТА 
阵 ; 

3) Ж o WERS. 

7. 在 Plzj, 中 (2>1),c 表示 求 导 变 换 ,证明 o 在 任何 一 组 基 下 的 矩阵 都 
不 可 能 是 对 角 和 矩阵 . 

8. 设 ЛЖ P 上 线性 空间 V 的 线性 变换 ,证 明 

1) Ж А,,А,Ж о 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,5 , 52 ky) Т А fl ?2 的 特征 向 
Bu é + ë, ASE о 的 特征 向 量 ; 

2) а 可 逆 的 充 要 条 件 是 c 26 0 特征 值 ; 

3) # c 可 闭 , 则 ce 与 rc” 有 完全 相同 的 特征 向 量 ,并 且 若 人 ,是 o 的 特征 值 ， 
MU Еос 的 特征 值 . 

9. 设 V 是 数 域 P 上 的 n(>>1) 维 线性 空间 ,线性 变换 o 在 基 gl ,a@;,，…, a， 
下 的 矩阵 为 


a 1 O0 0 Ü 
0 a 1 0 0 
A-|: : : : 1: 
0 0 0 =% a 1 
0 0 0 0 a 


证 明 :1) A 不 与 对 角 和 矩阵 相似 ; 
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2) Жа, 8 T A 的 不 变 子 空间 WW, 则 У=<у; 

3) a JAT о 的 任意 非 零 不 变 子 空间 ; 

4) V 不 能 分 解 成 两 个 非 平 几 不 变 子 空间 的 耳 和 . 

10. 设 oz ,rt 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ,和 若 or — zo = (У BIBMBSEAESR), 
证 明 

gr—ro = ро‘, hl. 

11. ПЕВ Р En 维 线 性 空间 V 的 任 一 子 空间 W 必 为 某 一 线性 变换 的 
核 . 

12. Ж o 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 线性 变换 ,证明 

1) e( V)2o!(V)2o'(V)2- 

2) o !(0m(o) '(0)S (0) (0); 

3) s( V)Go (0) 的 充 要 条 件 是 o° = 0. 

13. it а,,а,,`,а, MB, B, B, IE POR P. En 维 线性 空间 V 的 一 组 
基 ,c ЖУ 的 线性 变换 ,使 (e, )— q.i 1, cn, WER o 在 这 两 组 基 下 的 矩阵 
相同 . | | 
14. iZ A.B $579 n WEIER ,证明 ， 

D laA- Bl 20 ЖАК Р; 

2) 1А - Bl 20 的 所 有 根 等 于 1 的 充 要 条 件 是 A = В. 

15. 设 A.B 为 两 个 nn 阶 方 阵 , 证 明 

1) АВ У BA 有 相同 的 特征 值 ; 

2) AB + B 5 BA + B 有 相同 的 特征 值 . 

16. 设 A,B 是 数 域 P 上 的 两 个 nn KIDE, £ 4 与 B 相似 ,证 明 ,4 5 
B 也 相似 (A ,B' 分别 表 示 А MB 的 伴随 矩阵 ). 设 A,…X, 为 4 BUR ELE RE 
特征 值 , 求 出 A" 的 所 有 互 异 的 特征 值 . 

17. 设 УЖ ЫР 上 维 线性 空间 ,o REV 的 线性 变换 ,证 明 o 可 表示 为 
可 道 线性 变换 与 恒 等 线性 变换 之 积 . 

18. id V EARP Ел 维 线性 空间 ,so ЖУ 的 线性 变换 , 且 о =o .证明 ， 

1) c 的 特征 值 是 0 或 1; 

2) V= V, + V, V, fl V 是 分 别 属于 1 和 0 的 特征 子 空间 . 

19. 设 УЖ ЮР Ex 维 线 性 空间 ,o 是 Y 的 线性 变换 , 且 在 已 中 有 7 个 
TERREA Aa асу, Е, a, ola), (a), (а) 10% 


HEERE a- У) a, a, Reo 的 属于 特征 值 X, 的 特征 向 量 . 
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$7.4 jB8B5*X5H85 


-5 20 -20 
1. o 在 基 si e, e ME aa, ,as 下 的 矩阵 分 别 是 | -4 -5 -2 和 
27 18 24 
2 3 5 
-] 1 0 


2 —1 0 0 
2. 1) o 1£3& a,,0,,0,,0, F AB Л ' 0 0 oL 
2 -1 0 0 
2) c( 5) f£ a,,a,,a,, 0, F IAE R9 ( —2,4,0,4). 
3) (У) = 1 (с(а,),о(а,)), 
с (0) = 103, ,В,), В, = (1,1,1,0), B, =(-1,-1,0,1). 
3. o1,0;,0; 在 基 Е,,,Е,,,Е,,Е., FERDIE 


2 


ас 0 0 a 0 b 0 a ас ab bc 
b d 0 0| O a 0 b ab ad b? ba 
, 和 , | 

0 0 C c 0 d 0 ac с ad cd 

0 0 b d 0 c 0 d cb cd bd 4? 
_ 1 5 -7 
4. 1) o EÆ 0,,0,,a, FIBER 11 -5 9|. 
16 -7 13 


2) c( E) f£ а, ,aa ,es 下 的 坐标 为 -2,6,9). 

3) c BÉ o (аута заз) [^n + ууа, - J tas). 

5. 1) 特征 值 为 2(2 重 ) ,0,4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 不 是 3 个 , 故 4 不 与 
对 角 阵 相似 . 


1 1 -1 -1 
5 5 1 0 1 1 

2) 特征 值 为 2(2 8), 71443, - 1-43, T— 00 3 4l 
0 1 1 1 
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2 


3) 特征 值 为 1,2,9,T=|0 р _ 


ок 
_ | wg 


1 1 
4) 特征 值 为 3(2 重 ) ,1,A 的 线性 无 关 的 特征 向 量 不 是 3 个 , 故 A 不 与 对 
角 阵 相似 . 
б. 1) 特征 值 为 0(2 重 ),1(2 E). 


0 0 
A 的 属于 特征 值 0 的 特征 向 量 为 vL = | ‚у, = | , 故 6 的 属于 特征 值 0 
0 0 
的 特征 网 量 为 @, ,0;. 
1 0 
0 0 
A 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 为 У, = А = |o EX c 的 属于 特征 值 0 
0 1 


的 特征 问 量 为 а, + a, a. 
2) © В, = а,, В, = a,,B,= G, — а,, В, = @,,ЙЇ o €B, , B, B. B. F BJ E 


3) o(V)=L(a,+a,,@,), o (0)—-L(a;,a,). 

7. Ж Ж АРОН k OOBE EAH k — 1 次 的 . 
8. 由 线性 变换 的 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 及 性 质 容易 证 明 . 
9. 1) 利用 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 证 明 . 

2) 注意 到 с(а,) =аа,, о(а,) =а,_, +аа,,121. 


3) WE U Жо 的 任 一 非 零 不 变 子 空间 , 3 PE О, 650,1 p = >, ka, Hi 


&,5®0.Ё,=0,5>,ШВ p= > ba, HF o(p) E ka, ++ bua, € Wit 
i=l 
M kya, +: tka EW, ka; € W,H 2,520, а, EW. 
10. XT, 用 数学 归纳 法 . 
11. Ж W 关 101, 取 W Ha, o,a, ,可 以 定义 一 个 线性 变换 满足 条 件 . 
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12. 由 定义 易 证 . 
13. AHAC m = с(е,, 0,6, )А E olm, n (n. A. 
А, 


14. 1) uETE TE H] JOB  Т,{# P'AP = Е,Р'ВР = ,H BE 


À, 
定 ,4;>>0, 再 由 |P | 14A -B| |P|= (АЕ – 


2) H 018. 
15. 1) ДЕ Ë | 施行 初等 变换 可 得 


2) 利用 1) 的 结果 . 
16. 利用 A 与 4 “的 关系 可 得 . | 
17. 设 si .8., ,8, 为 基 ,o ERAR К HJAB EER A, 3 HI XS AB IE P, Q ,使 


E, 0 Е 0 
= " r-0H, . r 0, 一 Р B T 
A 2 DE 时 ,正确 . 若 7 尖 0.A (PQ)| о F DIES 
可 证 明 所 要 的 结果 . 


18. 1) 由 定义 证 明 . 

2) Має У,а=с(а) ~ (с-є)а,о(а) Є У,, – (с-є)аЄ У,. 

19. 设 81，… 8,2: Ж o 的 属于 特征 什 4,,…,4, 的 特征 问 量 ,2 , 6, tB, 
EV 的 基 . 设 а = S ki@; ,上 ;了 关 0,k;a; 是 4; 的 特征 向 量 ,i = 1, n; 8 3 k, 
=0, 不 妨 设 k, Т" ka = = =0, а= к,а, too + ha, 
k, АА v АА" 


(a, ola), =," (а))=(в,,,&,) 


k, kà, cU БАТ 


B "< лп, 218. | 
ERz,m-a + +а„,@,, G HÆ, K a, ola), e, (a) а, 
а, 表示 . x 
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第 八 章 À Ape 


$8.1 基本 知识 


— 2- ER 


1. 设 P 是 一 个 数 域 ,A Е КОС, A(A)= (а, (А)), „а, (А) Є 
РІА, ШЖ А(А) 9 P EWA- Ж. 

2. Ж A(A) 中 有 一 个 r(r 之 1) 阶 子 式 不 为 零 多 项 式 , 而 所 有 r+ 1B TX 
(如 果 有 的 话 ) 全 为 零 多 项 式 , 则 称 4(X) 的 秩 为 >. 堆 矩阵 的 秩 规定 为 零 ， 

3. 一 个 nxn 的 4 一 矩阵 A4(4) 称 为 可 逆 的 ,如 果 有 一 个 nxn ЮА – ЖЕ 
B(A) 

A(A)B(A)= В(А)А(А) = E, 

这 里 五 是 ” 阶 单位 矩阵 , 称 В(А) У ACOBUÉOBEE, IU A (А). 

4. “пхп Wai- ЖЕЕ ACA) J& n[ it B1 75 2r A SE AK (ET AX LA CAD | 
是 P 中 一 个 非 零 数 . 


二 、14- 和 矩阵 的 等 价 标准 形 


1. 下 面 的 三 种 变换 叫做 和 -和 挎 阵 的 初等 变换 : 

1) 和 矩阵 的 两 行 ( 列 ) 互 换 位 置 ; 

2) 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 数 域 P 中 一 个 非 零 的 常数 c; 

3) 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 男 一 行 ( 列 ) 的 pg(4) 信 ,pg(4) 是 PP 上 一 个 多 项 式 . 

1° 交换 ij) 两 行 ( 列 ) ,相当 于 左 ( 右 ) 乘 换 法 初等 矩阵 P(i,j). | 

2° 用 非 零 常数 c 乘 第 ; 行 ( 列 ) MATERE FEE P(i(c)). 

3° 将 第 j 行 (i 90) 83 o(4) 倍 加 到 第 i 行 (; 列 ), 相 当 于 左 ( 右 ) 乘 消 法 初 
等 矩阵 PC,CQDD. 

2. 和 -和 矩阵 A (4) 称 为 与 B(4) 等 价 ,如 果 可 以 经 过 一 系列 初等 变换 将 
A(A 346238 В(А). 

3. 两 个 xn BA — ЖЕЕ A4(4) 与 B(4) 等 价 的 充分 必要 条 件 为 ,有 一 个 
s X sA SABER P(A)E— b nx n nog Q ( A ) ,使 
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В(А) = P(A)A(A)Q(2). 
4. £EXX— ЕЖ sx n BJA — ЖЕЕ A ( A) ИЕ F BEN BJ Е 
d, (À) 
d, (À ) 


d. (4) 


0 
其 中 r 宇 1,4,(4)(i=1,2,…,r) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 量 
dd (i=1,2,… ,7 — 1). 
这 个 矩阵 称 为 A(4) 的 标准 形 . 


三 、 行 列 式 因子 与 不 变 因子 


1. 设 4 一 矩阵 ACA) ERR г, РЕЖ А,1<А<У, А (А) НЧЕ 
的 & rf k.A (4) 中 全 部 & 阶 子 式 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 D, (4 ) 称 为 
A(A) 的 & 阶 行列 式 因子 ， 

2. 等 价 的 4 一 矩阵 具有 相同 的 秩 . 

3. À — BE A (4) 的 标准 形 是 唯一 的 ,标准 形 的 主 对 角 线 上 非 零 元 系 
di (àA) da (à) ead, OORA AODA DEKT. 

4. 两 个 4 一 和 矩阵 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 行列 式 因 子 , 或 者 人 它 
们 有 相同 的 不 变 因 子 . | 

5. 行列 式 因 子 与 不 变 因子 之 间 的 关系 为 : 设 A( 2693929 r,A (A )894721 
RAFA D (A), D(A), =,D, (А), PÆNT H di(à), d, (A) d (А), W 

D,(à)=d,(à)d, (à) d, (à) (k=1,2,.%…,r), 


di (à) = DG) 4,0) 07, (k=2,3, r). 


四 、 和 矩阵 相似 的 条 件 


1. Ж 和 4=(a,) 是 nxn 数字 矩阵 ,4 BRIERE — 4 的 不 变 因 子 简称 
为 A 的 不 变 因子 . 
2. 设 4,B 都 是 数 域 P 上 两 个 n xn EE, A 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 
它们 的 特征 和 矩阵 4E 一 A АЕ — B ffr. 
3. 矩阵 A 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 不 变 因 子 . 
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4. nX п 数字 和 矩阵 A 的 特征 多 项 式 |AE - А|=4,(А)4„(А)-—4,(Л). 
五 、 和 矩阵 的 相似 标准 形 


d. 有 理 标准 形 
1) & f(jA)€ P[A] РА) = А" +а,А" 6a, 1A a, nl, W n УЗ 


阵 
0 0 0 – а 
1 0 0 =а, 
№, = 0 Н () E! -2 
0 0 "T 1 a, 


称 为 FCAMBITETR EE EX, Frobenius E. 
2) Z n Л EE A 的 不 变 因 子 为 | 
l, 1,d, (à) dp (À). d (A), | 
а. (CA) 的 次 数 大 于 等 于 1, 且 N.N N AIR, (А), dia (XA),…， 
d, (A) ESTE TR Ee , 称 分 块 对 角 和 矩阵 
М, 


为 A 的 有 理 标准 形 ,或 Frobenius 标准 形 . 
3) ЖЖ P КАЙ ЛЛ /(А)= А" +а,А" l + +а, uA + a, BJ kB EE B 
AFATA 1,з,1,/(А)=|АЕ-М,|. 
4) ЖЕР 上 的 任何 = MERE P 上 ) 必 相似 于 它 的 有 理 标准 形 . 
2. #75 4 (Jordan) ЖБ 
1) А Жл 阶 方 阵 , 把 矩阵 4( 或 线性 变换 КАК РКА 
因 了 于 分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 赛 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 方 赛 ( 相 同 的 必 
须 按 出 现 的 次 数 计算 ) 称 为 矩阵 4( 或 线性 变换 ww) 的 初等 因子 . 
2) 用 初等 变换 化 特征 和 矩阵 AE — А 为 对 角形 式 , 然 后 将 主 对 角 线 上 的 元 素 
分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 睡 的 乘积 , 则 所 有 这 些 一 次 因 式 的 方 筹 (相同 的 按 
出 现 的 次 数 计算 ) 就 是 A 的 全 部 初等 因子 . 
3) 两 个 同 阶 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 初等 因子 . 
4) 每 个 n 阶 复数 矩阵 A 都 相似 于 一 个 若 尔 当 形 和 矩阵 
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J = J: 
J. 
其 中 
A 0 0 0 
1 А 0 0 
J.210 1 0 0 (i=1,2,.…,s) 
0 0 - 1 à 


称 为 符 尔 当 块 X Tñ AR SUP AB BEER Ж ЕН ЖЛ АБУ EAE P HEUS A 唯一 决定 
的 , 它 称 为 А BEER ЧЕ, АР ЕХ ЕЈ A... AL Е А 的 特征 值 . 

05) Wt s E BOR E n 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,在 V 中 必定 存在 一 组 
基 , 使 o£ qEXXIH E TFE ЕЕ S£ # Ж 284 JÉ BJ , 3F H. X 4" ## Ж ЕРЕ ЖАИ Ж 
尔 当 块 的 排列 次 序 外 是 被 x 了 唯一 决定 的 . 

6) 每 个 n 阶 复数 矩阵 A 都 与 一 个 上 (或 下 ) 三 角形 矩阵 相似 ,其 主 对 角 线 

上 的 元 素 为 A 的 全 部 特征 值 . 

7) 复数 矩阵 A 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 , A 的 初等 因子 全 为 一 
次 的 . 


六、 最 小 多 项 式 


1. М A 是 数 域 P 上 的 一 个 n 阶 方 阵 , 如 果 多 项 式 f(x)E PL[zj, 使 f(A) 
=0, 则 称 f(x) 为 A 的 零 化 多 项 式 , 并 且 称 f(z) 以 A 为 根 . 

2. ЂЕ A 的 次 数 最 低 的 前 项 系数 为 1 的 零 化 多 项 式 称 为 A 的 最 小 多 项 
AX. . 

3. ЖЕЕ A 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 , 记 为 т, (х). 

4. Рх) A 的 零 化 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 m, (х) | f(z). 特 别 地 ,有 4 
的 最 小 多 项 式 是 4 的 特征 多 项 式 的 一 个 因 式 . 

5. 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 

6. А 是 一 个 准 对 角 和 矩阵 

А, 
А, 
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4,;, 的 最 小 多 项 式 为 ma《 工 ) ,i 二 1,2,…,s, 那 么 A 的 最 小 多 项 式 
т, (х) = тА (ж), т (x), m, (x)]. 


7. k BUZ KHR 


1 a 
的 最 小 多 项 式 为 (x — a). 
8. Ж A 的 最 小 多 项 式 就 是 和 的 最 后 一 个 不 变 因子 d, (x). 


$8.2 f i 
1 ЖА- ЖР 
1-А А A 
T À À ^| 
1+4° 22 —2 
的 标准 形 . 
解 ” 用 初等 变换 法 
l А À aon 1 a? À 
"отаг А үк А -À 
1 А -2 0 0 -4'-A 
1 O 0 
a A 7А | 
0 0 一 入 一 》 
[3(- 1)] - 0 ' 
кн! А 0 | 
0 0 入 二) 
例 2 K A- ЖЕ 
Ata В 1 0 
-8 Ata 0 1 
0 () Ata В 
0 0 -p Ata 
的 不 变 因 子 和 标准 形 . 


解 ” 信 助 于 行列 式 因 子 . 当 B=0 时， 
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D,(à)=(à +a), D;(à)=(à+aY,D,(à)=D,(à)=1, 
所 以 不 变 因 子 为 

4,4) =4,(А) =1,4,(А4) = (At aY ,d,(A) = (A+a), 
标准 形 为 


(Ata) 
(À + ay 
当 8 天 0 时 ， 
Р, (А) = А+ оа) + 8 DID)=D:O)=DiCA)=1， 
所 以 不 变 因子 为 
di(A)*d,(A)-d,(4)-1,d,C0 5[(A ta + P, 
标准 形 为 


(Ана)? + gy 
Из i D,(A) À - BRE A(A)B k KIRAT, wH: D (А) | 
D,.,(A)D, , (à). 
ШЕЯ D,.,(A)= D, (A)d,,, (А), Н а, (А) 14,.. (А) d,a, (А) = d, (А) 
o(a), Am 
D,,,(1) D-1: (à) =D, (A d O0 D, 4 (1) 
= D,CA)D,-,(A)d, (A) g(A) 


= Di(A)g(A), 
B Р, (A)|D,. (AD, (A). 
£j 4 证 明 
А 0 0 0 а 
-1 à 0 0 а, 
-1 AÀ 0 "P 
A(A)^ . . 
0 0 0 А a, 
0 0 О … -1 A+ta 


n 一 ,1 个 
的 不 变 因 子 是 1,1,…,1,f(4), 其 中 f(A)- A ta, + +а, 1А +а,. 
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证 明 将 4(4) 之 第 2,3,…,n 行 的 4, ,…,A”“ 倍 都 加 到 第 一 行 ,就 有 
0 0 0 0 ХА) 
-1 A 0 - 0 a 
-1 A 0 а 
|A(A)1 = 
0 0 0 = À à; 
0 0 0 = -1 à+ta, 


= f(A) (71) "(-D''-f(4). 
于 是 р, (А) = (А). AAP Z8 1 行 与 第 n 列 后 剩 下 的 2 — 1 Bi + sÉ 28 


(-1) M D,., (0 91, AM D,-:(à) =. = D()) р, (А) 2 1, BEI ACA) 
的 不 变 因 于 是 

di(A)7d,(A)m:--d,.,(A4)71,d,(A) = РА). 

А PE A f(AB n 个 互 不 相同 的 根 А, ;A À, , 则 
0 0 о 0 一 а, 
À, 
1 0 0 з O0 一 ai , 
A-|0 1 0 = 0 -oa (~ и - B. 
: : : : " 
0 0 0 … 1 _ a, 


因 AE- A 等 价 于 diag(1,:,1, /(A)) , AE - B 等 价 于 diag(1,:-,1, f(A)), M 
AE — A SAE - B %/r , ЯШ A— B. 


pis 1 
-2 1 -10 -4 
Ао 3) (2 n) 
0 3 26 11 
它们 相似 吗 ? 
解 解法 1 
n M | 0 | 
АЕ - А = — ; 
和 一 3 0 А-А-6 
А+10 4 | | 0 | 
AE- B = 一 一 ~ , 
-26 4-11 0 aA^-A-6 


所 以 AE- A УАЕ- В (ү, A— В. 
解法 2 
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A+2 —1 (2«148] | А+2 -1 1(-4] | 744-8 4 
AE — A — ——— ———— -一 一 一， 
() 人 一 了 GA T+16 A-11 8At16 A-1l 
— 44A — 40 4 А t 10 4 
|1—2(8)) 104 А = |1 110—144) | — 26 А—11 АЕ B. 


所 以 АЕ- A БАЕ-В (ү, A-B. 

点 评 ”此 题 将 相似 关系 转化 为 等 价 关 系 , 相 似 关 系 难 于 处 理 , 但 等 价 关 系 就 
可 以 用 初等 变换 ,这样 问题 就 变 得 比较 具体 . 同时 还 可 以 求 出 相似 变换 矩阵 . 事 
实 上 ,由 上 可 知 


1 0\|-- 0 
E-B-POE-AY | ] 4 |, 
0 1 
HAE- B= Р(АЕ- A)T = APT - РАТ, TÉ PT-E,P-T ', A В = 
T 'AT.X H 
r=] ' - + oj -i of 
3 Eg 1 2 1 


例 6 设 P 是 数 域 ,P 是 包含 P 的 一 个 较 大 的 数 域 ,4 ,B 是 数 域 P 上 两 个 
n Xn EE, EEP ESA~B, WE P E35 —xE B A-— B. 

证 明 I AE- A 与) 五 一 下 都 是 数 域 P ER) n x n 的 A 一 矩阵 ,它们 的 任 一 
k 阶 子 式 都 是 数 域 P 上 的 4 的 多 项 式 ,在 干 个 已 上 的 的 多 项 式 的 最 大 公 因 式 
不 因数 域 扩 大 而 改变 , 故 D (2). D OA BAARI XA Pk aE JD AE- A 
或 ) 五 一 吾 的 不 变 因子 在 已 上 与 在 P „Ж НЇН]. ЛЕР ЕЖА - В, ДЕР E AE 
-4 与 和 五- 吾 的 不 变 因 子 相同 ,因而 在 Р LEWA, Е Р EUBA- B. 

特别 地 , 设 4,B 为 n KEER, E A 5B 在 复数 域 上 相似 , 则 A 与 B 在 实 
数 域 上 也 相似 . 

例 7 #А5ВЕ® ЮР БЕЈ, ШЕВ АЕ- A БАЕ - B 等 价 的 充 
分 必要 条 件 是 4 与 B 有 分 解 式 :A = TS$,B= ST, rh T 5S 都 是 数 域 P 上 的 
方 阵 ,县 其 中 至 少 有 一 个 是 可 首 的 . 

证 明 ХЕ. AE - A. S AE - B 等 价 , 故 A 5i B 4, A rf Fe TE n] E PE 
Т.Ж T'AT-B. CT A-S,WA-TS,B-ST. 

充分 性 . 设 有 分 解 式 A= TS,B- ST, E T TX, S= BT, А = 
TBT ,从 而 A 相似 于 B ,进而 AE- A SaAE- B 等 价 . 

例 8 Wa,b 是 实数 , 且 bA0,2n WIERE 
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b а 1 
a —b 
A = b а 1 
1 
a —b 
b a 


求 A 的 初等 因子 及 若 尔 当 标准 形 . 
Ж |АЕ-А|=[(А-а)*+ьЬ?°]", р, (А)=[(А-а)?+Ь°?]". 


ЕЖЕ AE — A 中 划 去 第 1 列 及 第 2n 行 所 得 27 - 1 Er P x (-1) o, 
20, РЖ 


Ю,,-,(А4) =1,р,,-,(А) == р, (А) - 1, 
从 而 ,不 变 因 子 为 
4,(5)=4,бА) =з = 4,„.,(А)=1,4„(А)=[(А-а)* +02)", 
所 以 ,初等 因子 为 
(A-atbi)',(A-a-bi)", 
右 尔 当 标 准 形 为 
а — bi 
1 | a- bi 
1 a-—bi 
0 а + bi 
1 а t bi 
l atbi 
$9 SKER 
0 0 0 
0 0 1 
А = |: : 
0 0 0 0 1 
0 0 0 0 
的 若 尔 当 标准 形 ， 
解 


0 À -1 0 0 
AE — А = : : : 
() Ü 0 ш A -1 
-] 0 0 … 0 À 


其 右上 角 有 一 个 n-lBTIXOdEC-IU ,所 以 D (А) =1, AM di (А) = 
d, ,(A)— 1, ÑH F 


d (A) р) р, (А) (АЕ АА -1 


= (А 1)(А е) (А71), 
其 中 。 = cos “ + isin 27. J Jt A 的 若 尔 当 标准 形 为 


1 


д 1 
Е 


0 Е. 
点 评 Н ЖЕҢ п] 45, A = Ë К | U A ~ sas) ,其 中 Ejs 


єз, €, ЈА n 次 单位 根 . 
110 I A Jn KERERE, A 的 特征 多 项 式 
f(A)- |ÀAE- A| - (А-А) (A7 230)2*- (A3 А,)", 
JU A Ж ЧАЕМ P VL А, АРШ TE Н Ж IR 33 B b 3 У, 的 维 数 . 
证 明 设 4 的 在 尔 当 标准 形 是 J, 则 存在 可 道 矩 阵 了 ,使 
J, 
T'AT-J- ú 
J. 
Жр, RMO ВИЖ ki 1,2, 75s. 
不 妨 设 J,J,,… ,J, 以 4 为 特征 值 ,J,,;,… J. ESO AA ALS + 
В+ +Ë =r. 
考虑 线性 方程 组 
(А,Е-А)Х=0, 
REZE V, M dimV, — n — £&KCA,E - A). m 
ЖОА,Е-А)=Ж [Т (A,E- AJT]- Ж(А,Е-Т ' AT) S &(A,E - JD), 
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A E, - J. 


I AE, - J, 
ud AE a7 Ju 
A, E, — J 
B, 
-| B, 
其 中 
AE, - J, AE 4 -J 
B, = , B, = 
A E, - J, A E, - J. 


了 ,为 主 对 角 元 素 为 0 BJ r ВЕ, B, n 一 r, 阶 非 退 化 和 矩阵 ,于 是 
Ж(В,)=т,—-1,Ж(В,)=п—г, 
ES 而， 
RKK(A,E-J)- Ж(В,) +ËK(B,)= n - t, 
所 以 
dim V, =n- (A E-A)=t. 
同 理 ,以 ;为 特征 值 的 若 尔 当 块 的 个 数 等 于 V, 的 维 数 . 
例 11 UA An 阶 方 阵 , 4*=0, 且 上 为 满足 A* = 0 的 最 小 正 整数 , 称 А 
Hk КН Е. ПЕНЯ: ТН лп Bin 一 1 KA 6 yE ЕНИ. 
证 明 证 法 1 在 复数 域 上 存在 可 逆 和 矩阵 了 使 


Ji 
J 
T'AT-J- ° 
J. 
是 一 个 若 尔 当 形 和 矩阵 ,其 中 

| A 0 0 0 
1 A 0 0 
J710 1 0 0 
0 0 1 A 


因 А” =0, 所 以 
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n — 1 
J; 


T A T-(T AT) '=J" = | | -0, 
J| 
& J ,对 角 线 上 元 素 全 为 零 ,于 是 J =0 HJ? 10.9 N =max(Ë,,b,," b ), 
则 
Ji ü 
J: = 0. 
J. 


于 是 A'"-0,X A 550, М= xn -1. Р 


J 0 0 0 
T ‘АТ = H , 
о 0) & (6 у) 


其 中 了 为 -1 阶 若 尔 当 块 , 且 对 角 线 上 元 素 为 零 .又 因为 人 MEIN ML 


0 0 0 J 
似 , 因 而 所 有 nn Bin 一 1 W EB РЕНИ. 

AFF Ж РЕНЕА: (C) 者 和 尔 当 标准 形 J BJ ZK 233 Ж J, УУК М 
№ ,Ј 70,J; 750, r X kh; i —71,2,"7,5. (2) ER SREE Н ЕНЕ ЕЖ 2 
为 零 . (3) 特征 值 全 为 零 . 

证 法 2 БА m Bin - 1 RAFE E, l| 

A"!-0,A'-z0 (k<n-1), 
于 是 4 的 最 小 多 项 式 为 d, (А) = .因为 寡 零 矩阵 的 特征 值 都 是 零 ,所 以 A 
的 特征 多 项 式 为 1f(4)=X", 而 f(Aa)—-laE-Al-d,(A)d,(A):-d,.,(2) 
d, (A), A m 
d (À)=d,(A)= = d. .,(A)=1,d  (A)=2A, 

因而 任意 n Era — 1 KR e РЕЙН БВ АНА) Н ЖЛЕ М -[-1,--,1,А,А" ER E H; 
相似 . 

点 评 利用 和 矩阵 的 最 小 多 项 式 即 最 后 一 个 不 变 因 子 , 和 矩阵 的 特征 多 项 式 和 
不 变 因 子 的 关系 可 确定 各 个 不 变 因子 .从 而 利用 不 变 因 子 是 矩阵 的 相似 不 变量 
的 特点 是 证 明和 矩阵 相似 的 一 种 方法 . 

例 12 UJ EE A 的 特征 多 项 式 f(X)= (4 一 1)", 则 对 于 任意 自然 数 有 ,A 
都 与 4 相似 . 

证 明 A 的 契 尔 当 标准 形 为 
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其 中 


1 1 
其 阶 数 为 xr; ,i =1,2,…,s ,J 的 不 变 因 子 为 1,…,1,(4 一 1)"， 
À-1 
, -k à-1 
| àE, - J; | = . -(A-1)", 
x -k А-1 
AE, - Jii — ` r, - 1 Bt + =Ë 
À-1 
-k à-1 
! -(A-1)5 ， 
x -k À-1 
还 有 一 个 ~ 一 1 阶 子 式 
-k A-1 
-k 
1-1 = g(A), 
x -k 
A g(D =(= 8) 70,B AQ 7177 ,g Q0) = LEE АЕ, – H r, -1 阶 行 
列 式 因子 为 1, 因此 AE, — Ji BB EI Л 1,1, (3 — 1)": BEDA J, ~J, BU fg 
ТЕ T: T JT, = J, .— 
1, 


M T 了 T=J, 从 而 At — A. 
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1 
AX 阶 车 尔 当 抉 J = | 20. | ,对 于 任意 自然 数 SA J- 
1 1 
J, , 故 可 将 A 化 为 若 尔 当 标准 形 来 证 明 . 
例 13 复数 域 上 的 任意 n 阶 方 阵 A ,均等 于 两 个 对 称 和 矩阵 的 乘积 , 且 其 中 
之 一 是 非 退化 的 ， 
证 明 A 是 复数 域 上 的 阶 方 阵 , 则 存在 n MIRER T, 


Ji 
J 
T'AT-J- i 
J, 
А 0 0 0 
1 А, 0 0 
其 中 J.= 10 1 ... Ü 0 | .:=1,2,- s. 
0 0 D AD. 
1 
1 ; , 
作 Н, = ‚* ,HH., 与 J , 阶 数 相同 , 易 知 J.= H.J;H.,i1=1,2,…,s. 
1 
Н, 
Н, / -1 ,” 
$ Н = ШИН = H '= H,J = HJH. 故 
H, 


A = TJT  - TH/HT “= ТНТА (T ')HT '=(ТНТ)А (T '')HT ']. 
^ B= THT Й А = BAB '. C= AB ',W A= pC ,B 3E:B ík E. 
B = ( THT' Y = ТНТ = THT = B, 
C -(ABYs(B'YA-(B)'A-(B) 'BAB =B BAB =AB =C. 


àa 0 … 0 0 
1 à cc 0 0 

点 评 & 阶 若 尔 当 块 J.=10 1 c 0 0|, WFE k ЖЕГЕН, = 
0 0 1 à 
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"E __ А; 7. __ р ^ __ -1 __ 
,使 H; J H, = | . | = J; ‚Н H =H = H,. 


1 А, 

例 14 ШЕНЕ — S EEE A HH AHROS A = B + C, 其 中 C У5ЖЖ ‚В 38 
似 于 对 角形 , 且 BC = СВ. 

证 明 存在 可 逆 和 矩阵 T, 


Ji 
J 
T'AT= ° 
J, 
其 中 
А А; 0 
1 à А, 0 
J; = = + 
1 À А, 1 0 
А 0 
А, 1 0 
it B = . , C, = . А , 则 | 
А 1 O 
| B, C, 
T'AT= + 
B. С. 
В, С, 
| B | | С | 
令 B=T T',C-T m T', BR В,С H 
B С. 
所 求 . 
AF S 上 , 阶 奢 尔 当 块 能 分 解 为 一 个 究 零 若 尔 当 块 与 一 个 数量 矩阵 之 和 
A 0 A 
1 А 1 0 A 
Ji = 一 . + 
I- À 1 O À 
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ARAH. 


0115 ЯМ JCR БНН Е ШЕЕ УЕР AEA = M. 


ШАН ERROR РЕЧНЕ 了 ,使 


J, 
J 
T 'MT= | 
ЕП Ж АК 214 JÉ XE , ЖР 
А; 
1 А, 
J, = 
1 2A;j,., 
ix 
x 
b c 
B,= |. 
b, b, 


A B: =J, ,可 从 上 至 下 得 到 х? = À; , Ж + = ‚/ À, ,2=b,, = 1 ,可 得 рә», = BR 


b; ‚бз ‚°°” ,因而 可 求 出 B, КН 


Bi 
T 'МТ = 
B, 
B, 
М = |Т 
В, 
\ | В, | -1 
这 里 AT Т 
В, 
5116 KER 


‚А;5=®0,1=1,2,.,5. 


X 
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А = 
3 —1 -3 1 
-1 3 1 -3 
的 最 小 多 项 式 . 
解 解法 1 
А-3 1 3 -1 
1 4-3 -1 3 | 4 
AE-AÍl-| 4 1 уаз [n4 
1 -3 -1 2+3 


A BURN ЛД ДА,А" LA ,A' 之 一 ,经 验算 m, (А) = A 

解法 2 E-A MVRAEBCE AS 1,1,47,14 т, (А) = А? 

解法 3 令 B=| ^ y Ma=[5 p ZATOA A ME 
化 多 项 式 , 但 д 50, m m, (А) = 22 

点 评 求 最 小 多 项 式 可 用 上 述 三 种 方法 

例 17 БА Жп 阶 方 阵 ,证 明 : 

1) A 的 特征 多 项 式 f(4) 与 4 的 最 小 多 项 式 mm(4) 的 根 相同 ， 

2) Ж A 的 特征 值 互 异 , 则 mA) = f(4). 

ШЗ 1) Bl m(A)| f CA), X A 的 最 小 多 项 式 m(4) 的 根 是 特征 多 项 式 
f(4) 的 根 . 

下 证 A 的 特征 多 项 式 /(4) 的 根 一 定 是 4 的 最 小 多 项 式 m (А) ЮЖ. 

证 法 1 АА 的 特征 多 项 式 f(4) 的 根 , 则 存在 非 零 向 量 EEC" ,使 
AE = AÉ. m(A)-c, t ec4A + + сд“, 

(= m(A)& =(с,Е+с,А +++ c, A* )E 
=c 6 teu A Š ton + oA = т(А,) ё, 

从 而 mCA,) 20, BB A. Æ A 的 最 小 多 项 式 m(4) 的 根 . 

证 法 2 A m(à)=d, (à), РА) = 1АЕ-А |= 4, (à)d, (à) d, (А). 

Ж Ло РОА) ВЈ, (А-А) (А), TEBA i, 使 (4 — ADI, (л). 

X d (A)|d (A), Aifi(A —ào)ld, (А), BECA- А, ) от (А), А, m(À) 
的 根 . 

证 法 3 X OA 的 特征 值 为 41,4,,…,4,, 则 m (5) 的 特征 值 为 m (4 )， 
m(A,),…,m(A,). 

而 m(A)=0, 故 mr(A4 ) 的 特征 值 全 为 零 ,因而 m (А,) =0,:=1,2,---, п, ВВ 
4; 是 m(4) 的 根 . 
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证 法 4 jz A E FOOBHBINI (А) = A E- A| = 0. 

W т(А) = (А-А) (А) + r,r HERL, I m(A)-7(A-A,E)q(A)-* 
ГЕ.Ң m(A)-0 AH Е = - (А -А,Е) (А), 17730,15 pr —0, 8 > = 
0, (A — Ао) от CA), Bl Ao 是 от (лд) АЈА. 

2) 证 明 Ж A 的 特征 值 互 异 , 则 

РСА) = [AE— Al=(A— 4)(A— A).…(A— 2,), 
ЖФ Ал ,A,,… ,和 A, 互 不 相同 ,由 0I ж(А)=(А—-А,)(А—А4,)(А—А„)= 
FA). 

18 X ACP"'",4W-if(A)I f(x)€ P[xll, 

1) uEB] W Ж Р"^" B8g9—^ F2 18]; 

2) dim W =9(m, (4)). 

Ш 1) АСУ, WEP ”的 非 空子 集 . 

ЕЖ f(A),g(A)EW, 其 中 f(x),g(x)EPLlzxj, 则 f(z) + g(<)&€ 
Pi x].Aii f(A)+ e(A)€ W. 

任 取 EP,kf(z)EP[xj], 所 以 kf(A4)EW, 故 W 是 PP "的 一 个 子 空间 . 

2) 设 m4)=A”"+a,_iA” +: ta,A* a, ,Ull E,A,A^,:,A" AW 
的 一 组 基 . 

先 证 它们 线性 无 关 . 否则 ,大 存在 不 全 为 零 的 数 b b ouk, 1 使 

k Etk A+: +Ë А” =0, 
这 与 m (А) ЖА ЖЛЕ ЛЙЛЫ. 
再 任 取 /(А)Є W, И f(A) h E,A,A ,…,A” 线性 表 出 . 
事实 上 , 任 取 f(4)€ PL4], 存 在 ga(4),r(4)E€ PLA], fi 
А) = (А) т, (А) * r(A), 
其 中 r(A)-0zxX23(r(A)) <а(т,(А)). 
# (А) = 0,0 f(A) =0, ЭЖА Н Е,А, A, А" 线性 表 出 . 
di r(A)70,9(r(A)) € т, Ж 
r(A)-c, тА" + +С А Фс, 
则 

КА) = q(A) m, (А) * r(A)- (А) = с, A” ++ с, А +с,Е. 
Zk LH 18 dim W = m = 9( m4, (А)). 

6j 19 REEERE m 22,18 A" —0,1H A" 关 0) 不 可 对 角 化 . 

证 明 证 法 1 由 A”"=0 知 ,f(A4)=4” 是 A 的 零 化 多 项 式 , 于 是 4 的 最 小 
多 项 式 形式 为 m,(4)= Rp 1<г<т (Н r=1 WS A =0, 516827 5 , 因 
此 22,8 A 的 最 小 多 项 式 有 重 根 , TN Ж ЖЖ ЕЛУП] 5] ЭҢ 46. 
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证 法 2 设 A 的 特征 值 为 *, 相 应 的 特征 问 量 为 E, 则 有 AE = AE,A”E= 
ÀA"E-0£-0, 7H А" =0,л =0. 
W. A 的 寿 尔 当 标 准 形 为 
Ji () 
Ј = ú . ‚Жр = |! N 
J. 1 0, 
由 A” =0 9 J" 0, АЈ" =0(,=1,2,5°,‚,5). 
= А JH T W fS EE, J =0 (221,2, s) RIO J 0,25 A=0, 
与 假设 矛盾 .因此 4 Е РУЖЕ. 
证 法 3 设 ATHA, MEETME Х IE 


А; 
X !AX- ^: 
| А, 
其 中 4,,X,,…,4, 是 A 的 特征 值 .于 是 
Ау 
X A"X-(X 'AX)” = M 
A, 
H A"-0182a"7-0,1,70,i4-1,2,":,n, Am A —0, S MW OF 8 DERE A 不 可 
对 角 化 . 
例 20 iX 
0 1 0 
А=|0 0 1 
-2 3 -1 


D 若 把 А 看 成 有 理 数 域 上 的 矩阵 ,判断 A 是 否 可 对 角 化 , 写 出 理由 ; 
2) dE A 看 成 复数 域 上 的 矩阵 ,判断 A 是 否 可 对 角 化 , 写 出 理由 . 


A -1 0 
解 |АдЕ-А|= 0 A —1|-4'-4^-3A-*2. 
2 —3 А+1 


1) 把 A 看 成 有 理 数 域 上 的 矩阵 
首先 f(X%)=X? + A 一 3X4+2 在 有 理 数 域 上 不 可 约 .否则 着 (А) н], ИГЕ 
至 少 有 一 个 一 次 因 式 ,也 即 有 一 个 有 理 根 ,但 它 的 有 理 根 只 可 能 是 土 1, 土 2, 经 验 
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算 土 1, 十 2 全 不 是 它 的 根 , 因 而 f(4) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
因 т, (4)112E 一 和 A|, 故 A 的 最 小 多 项 式 就 是 FA), 它 在 有 理 数 域 上 不 能 分 
解 成 互 素 的 一 次 因 式 的 乘积 ,因而 把 4 看 成 有 理 数 域 上 的 矩阵 , A 不 可 对 角 化 . 
2) 把 A 看 成 复数 域 上 的 和 矩阵. 
此 时 fa) AE- A|= 2 *à*-3A*2 是 4 的 零 化 多 项 式 ， 
f(A)=3X *2A-3, 
H ЕТЕНЕ ,( (А), (A))= 1, FA) 在 复数 域 中 没有 重 根 ,因而 4 的 最 
小 多 项 式 在 复数 域 中 没有 重 根 ,所 以 把 А 看 成 复数 域 上 的 矩阵 ,4 可 对 角 化 . 
点 评 利用 最 小 多 项 式 来 判别 矩阵 是 否 可 对 角 化 是 一 种 简便 方法 . 
例 21 BA An 阶 方 阵 , f( A) = pn 4| 是 4 的 特征 多 项 式 , 并 令 


80А) = TA yy 
证 明 :A 与 一 个 对 角 和 矩阵 相似 的 充 要 条 件 是 g(4)=0. 
证 明 ”必要 性 .由 A 与 对 角 和 矩阵 相似 ,其 最 小 多 项 式 т, AJER, H 


m, GB f(A) 的 所 有 根 .又 (А) = [Ci туу Ня fO 63838, 
故 

g(A)7 т,(А), 
因而 e(A)= 0. 


充分 性 .由 g (A) = ФЯ mm (4)|g(4), 从 而 ms (4) 无 重 根 ,和 与 对 角 和 矩阵 
相似 . 
例 22 设 f(A)998 EF A 的 特征 多 项 式 , (А) = gCAJACA) H Cg CA), 
h(4))=1, 求 证 : 秩 (g(A))=h(4) 的 次 数 , 秩 (h(A 和 )) = g(4) 的 次 数 . 
证 明 设 为 f(4) 的 根 , 则 
fX A9) = (Ао) h(aAo)=0. 
BHCg(A),A(A)) 2 1A AMT TE (А), (А), 
а (А) (А) +о(А)А(А) 51, (1) 
ДПТ ХЕ в (Ао), АСА ) 中 只 能 有 一 个 为 0, 否则 由 (1) 式 可 得 
O=ulà glo) + ®(л„)Р(А„) 71, 
了 矛盾 .在 复数 域 上 ,4 相似 于 Jordan 标准 形 , BB dE n] 3i SB Pe 了 ,使 


Ji 
| A 0 0 0 
J 1 A -- 0 
T'AT = J ,了 =|0 1 0 0 (121,2,77,5). 
1+1 А А А 
0 0 1 XD. 
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不 妨 设 41,…,4, 为 g(4) 的 根 ,其 重 数 分 别 为 ,…,k,,4,,，,… ,4A. 为 h(4) 的 
根 ,其 重 数 分 别 为 上 &,,,,…, 上 k., 因 而 有 | 
b ++ =д(р(А)),Ё,,, + + hk =Ə(h(À)), 


g(J.,) 
i g(J,) 
(Т АТ) g(J...) 
g(J.) 
因为 g&(J ai), gJ.) M ERIE Е, 
g(J,..) 0 | 
gk v. -ÉKCOg(J, D + + #kó(g(J,)) 
| 0 g(J,) 
=k, + Ё,=д(ҺСОА)) 
因为 
g(À,) 
g (A) g(À,) 
g(Ji)- : `. .. = 0, 


[Ж g(J,)=0,…,g(J,)=0, 故 
秩 (g(T ”AT))= 秩 (g(A))=9(h(4)). 

同 理 可 证 秩 (h (4))=9(g(4)). 

点 评 相似 矩阵 具有 相同 的 秩 , 将 A 化 为 与 其 相似 的 Jordan 标准 形 J, 
T AT-J,T 'g(A)T=g(T ' AT)  g( JHTEXIfBR ЕЕ, [E T EIE FA. 

{123 А X— n REER, FA) 是 A 的 特征 多 项 式 , 求 证 :A 可 对 角 
化 的 充分 必要 条 件 是 , 若 a 是 еСА)Н) А ЖА, ДК (аЕ- А) = п – А. 

证 明 ”必要 性 .由 条 件 可 知 , 存 在 可 逆 短 阵 X , E 


而 (А) = |АЕ-А|}=(4А—А,)(А-—А„),а Ж (А) ЈА ER, BME à, 
4, 中 有 上 个 为 a, 故 和 矩阵 
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a — А, 
X '(aE- A)X = 


的 对 角 线 上 有 А 个 为 零 ,从 而 
(аЕ-А)=зп-. 


ПЛЕ. H a 是 f(4) 的 根 , 即 a 为 4 的 特征 值 . h 2 UEM, TEE n] ux Е 
Х,{# 


Ji 


J, 1 А), 
设 J ,… ,J 的 对 角 线 元 素 均 为 a ,而 J,,,,…,J, 不 以 a 为 特征 值 , 则 
aE, - Ji 


1 aE, — J, 
X (аЕ-А)Х=аЕ-Х ! AX- 
aE, , | ZJ, 
aE, — J, 
ВОК (аЕ- А) = (п, - 1) +: t(n,-1)*t n, otn, 7n2-r7 n— Ё, МТ 


к=Ё,пу + ъп = k ,n = = n = |. 


由 于 а 是 任意 的 , 故 


X AX = 对 角形 矩阵 . 
0 


AR „ащ 0 


НЕК п, – 1. 
1 0 
5424 WER 
-1 -2 6 
A=]-1 0 3|, 
-1 -1 4 
Ж A 


# 1) 首先 求 4 的 Jordan 标准 形 ,由 
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AE-A = 1 A 一 :3 
1 ] A-4 
1 0 0 


—— |0) A—1 0 
0 0 (À — 1)° 
从 而 A ЗН УЉА — 1,( A — 1) № A 的 若 尔 当 标准 形 为 


1 0 0 
0 1 O0, 
0 1 1 
2) Ж EE 工 ,使 
1] 0 0 
T AT- |0 1 0|. 
0 1 1 
iX T-(a,,0;,,0,),/B 
1 0 0 
A(a,,0,,0,)7(0,,0,,a,))0 1 O|, 
0 1 1 
АХ AG. = а,,Аа, = G, + G, ,AG,— a. 
由 Aa, =a, +а,18(Е ~ А)а, = -a,. 
设 
Tı У; 
а, = |х|, а, = |у, |, 
T3 J3 
则 由 
2 2 -6 -y, [2 2 —6 一 y 
А= |1 1 -3 -y|—|l11 -3 – у, |, 
11 -3 -y 00 0 љу, -у; I 
ЇП(Е-— А) а, = — а, Я, у, = уз. да, = 0;,; 从 而 (EA 和 A)a,=0, 故 
2 2 -—6| ii 
l 1 -3| |у, |=“ O, 
l 1 -—3J (у, 


即 有 у + у, -3ys 70.8586 у, = y, B y =2y,. 
4 y, = y, = 1, y, = 2. 4 
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2 _ 1 
0 
1 0 


X Aa, = a, , 取 该 方程 组 的 基础 解 系 中 为 一 向 量 为 


| 
1 


Q, 一 А 2, 一 


Q, 一 


3 —1 2 
Т=(а,,а,,а,) = 10 0 ү 
1 0 1 
3) B 2) 得 
1 0 0 
A=TI0 1 оТ, 
0 1 1 
EX 
1 0 
A'- T|0 OIT ' 
0 1 
3 -1 X2 0 0110 -1 1 
=!0 0 ШЕЕ as 
1 0 1/00 k 1/10 1 O 


-k 1-k 3k 
-k -k 1+3k 
点 评 EHAE IREN, KER T 时 应 从 最 后 一 个 问 量 求 起 . 

和 矩阵 的 Jordan 标准 形 的 重要 应 用 之 一 是 计算 矩阵 的 多 项 式 , 辟 如 ,要 计算 
A* ,其 中 是 很 大 的 正 整 数 , 若 A 是 Jordan 标准 形 , 用 上 述 方法 求 出 可 道 和 矩阵 
T ,使 得 T :AT=J, 那 么 A" = (ТЈТ ')”= TJ"T ' .每 个 Jordan 块 J(X,,i) 的 
方 医 易于 计算 


J(ÀA t =(AE+J(0,t)) 
由 于 AE 与 J(0,t) 可 交换 ,因此 可 用 二 项 式 定理 展 开 上 式 右 端 ,而 当 > 之 上 时 ， 
备 零 若 尔 当 块 J(0,:)' =0, 这 表明 ,计算 J” 比 直接 计算 4" 要 简便 得 多 ,而 且 一 
旦 把 J 和 工 求 出 来 后 ,对 一 切 正 整 数 m ,都 可 以 计算 А”. 
例 25 设 A,B 为 n 阶 伴 价 阵 ,r(A4)=n 一 1,4B= BA =0. 证 明 存 在 多 项 
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X glr), [E g(A)= B. 
uERH Н AB 0, РЖ r( A) - r( B) in. X. (А) = n—- L, & r( B) 1. 
若 r(B)=0, 则 B=0, 取 g(x) 为 4 的 特征 多 项 式 即 可 .下 证 r(B8)=1 的 情 


Ж. 
1) ВЖЖ Е, We ТЕН ЛШ 工 ,使 
T BT = ЈОЖЕ). 
ap 
Ào 
0 


J = . ‚40720. 
0 
Н АВ= ВА =0,# Ж T АТ-Т ' BT- T 'BT-T АТ=0.©Т AT-(a,), 


0 0 
тате |, 4 LE ADU n —1 EFL E RE EE. m (х) А, BJ E: Л Z rfi 
式 , 由 于 A ЕЗЙ, И m(x) 的 常数 项 设 为 ba, M 0,250. 4E #(х)= 50 та), 
则 


0 
T 'g(A)T=g(T AT)= | == твт, 


g (0) 0 | Е ñ 


0 g(A,) 0 0 
故 g(A)- B. | 
2) B X EE B EE, WEDE T, E 
Ji А; 1 
J. _ À, c. 
Т АТ = . =J( 若 尔 当 标准 形 ),J. = TE i=1,2,.…,s. 
J. L А; nxn 
HT r(A)=n-1, i 和, 关 0,i=1,2,…,s 一 1， 
0 1 
0 
J. = | 
07, x 


H AB = BA =0, 得 
(T AT)(T ''BT)=(T BT)(T AT)=0. 
4 T BT-(5,),.,, Bd Т BT'J=0 得 
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T 'BT= : 
0 0 b 
X J'T BT = 0, 
0 0 
Т 'ВТ= |0 + Db, l b, Z0,m=n, + +n. +1<n. 


Бад ta, J' + + а, J= + a, J^ +з +а Ј = T ВТ, а, -1 二 
b. |a 70,5 71,2, n, 一 2, 从 而 
aJ ta, J' t ta J^ a, J^. -T BT, 
得 到 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 ,其 秩 等 于 方程 的 个 数 ,因而 可 解 ( 解 不 唯一 ) ,从 而 
找到 g(z) 使 g( A) = B. 
RUE Ж ЕВНА 1, B. BJ 22 96 TEOE Н ЕР BE JJ 
Ào 


, 如 À, = Ir В5=0 


‚ 如 TrB=0. 


0 
由 АВ=ВА,И Ж T !'AT-T !BT= T 'BT-`T CAT, mah A.B 其 中 之 一 
的 Jordan #R2EJE TA E 53 — XB PE , M Y Stri [5] En. 


58.3 J [s 
1. 求 下 列 和 -矩阵 的 不 变 因 子 和 标准 形 . 
2А 3 0 1 А 


АА ЗА+6 0 1+2 24 
1) 0 6л А 2A 0 |; 
和 一 1 0 A-1 0 0 
34-3 1-А 24-2 0 0 
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0 0 1 à+2 
0 1 4+2 0 
1 4+2 0 0 
4+2 0 0 0 
2. 判断 下 列 和 矩阵 是 否 相似 . 


D Ë i » BN 
9 -1]' M6 -34/' 


2) 


2 -2 1 1 -3 3 
2) 1 -1 1| |-2 -6 13|. 
1 -2 2 -1 -4 8 


3. Ж A 是 数 域 P 上 一 个 nx ЖРЕ, ЕВНА 与 4 相似. 
4. oR P PB RER A ЖЕ ЕЖЕ ЛИНЕ. 

1 
0 
0 


1) ; 2) 


2 3 4 
0 1 1 
12 3 
1 0 1 | 
0 1 2 

1 1 O 
0 0 O 1 

5. 求 数 域 P „ЖЕ A =4) 的 若 尔 当 标准 形 . 

6. 求 数 域 P 上 对 合 和 矩阵 ( 即 A^ = 五 ) 的 若 尔 当 标准 形 . 

7. Ж A An ЛЕ,Н А =0,НЕВН|А+Е|=1. | 

8. 证 明 : 如 果 数 域 P 上 的 nn RERA ERRER, 则 对 一 切 正 整数 &， 
Т:(А*) =0. > 

9. A,B 为 数 域 P 上 两 个 nn BryEE, А АВ = BA ,又 存在 一 个 正 整 数 ;, 使 
А'=0,Л/!А+В|=|В|. 

10. ЖА 为 n 阶 方 阵 ,求证 :1) FEES eiii т(А*)=т(А*'!)=-- 
(А) =; 

2) 存在 正 整 数 上 ,而 1<А2<лп, fË r( A) =1(А**) =. 

11. it A, A 的 r 9 ОШ {#,НЕНН:ЖЕ(А„Е-А)>л-—-=,Ж(А„Е-А)' 

12. it A ARFER, WE A = 0 的 最 小 正 整 数 称 为 A HURREN. 

1) 证 明 : 帮 零 指 数 等 于 其 阶 数 的 和 医 零 矩阵 都 相似 , 且 相 似 于 

| 0 


1 0 
Ј = . ; 


| 


l 0O,x, 
2) TEE TE S AB S£ BJ ЖАБ EE BE НИД? 
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13. W A An ЫЛЕ ,АЕ-А|=(А—1)",НЕНҢ А 5A HRE. 
14. AS A 的 转 置 方 阵 , 求 MII M 'A M-A. | 
15. iX 


为 特征 值 4 Bn МЕКОМ, 


使 


1) 求 与 了 可 换 的 矩阵 ; 
2) 证 明 与 J 可 换 的 矩阵 必 为 J 的 多 项 式 . 
16. it n УЕА 的 秩 为 r, 和 且 А? = kA , 250, ПЕНН: ТЕЕ ЕЕ Т, 


raT= | N 
0 0j 


17. 设 N 为 数 域 P Еп Л.М =0 而 六 -天 0. 证 明 ;: 不 存在 n 阶 方 


 А{# A = N. 


A. 


18. n 阶 方 阵 4 的 元 素 均 为 1, 求 它 的 最 小 多 项 式 . 
19. E M 3 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 1,-1,2,B=A4:-S4:, 求 吾 的 最 小 多 项 


20. 证 明 :; 存 在 一 个 自然 数 , 使 | AE 一 A||m* (àA). 


21. 设 A 是 nn 阶 方 阵 ,pg(4) 是 次 数 宇 1 的 多 项 式 ,求证 
1) Xi Ф(А) т, (А), А] p(4) 是 退化 的 ; 
2) d(4) 是 g(4) 与 m, (4) 的 最 大 公 因 式 , 则 
| r(d(A))=r(@(A)); 
3) p(4) 非 退化 的 充分 必要 条 件 是 (o(1) т, (A)) =1; 
4) 如 Ф(А) а), ШФ (4) 一 定 是 4 的 多 项 式 . 
22. 设 A 为 周期 矩阵 , 即 有 正 整 数 m ,使 A" =E, WH А 可 对 角 化 . 
23. 设 V 是 复数 域 C 上 的 ” 维 线性 空间 ,4 是 V 上 的 线性 变换 , 且 满 足 


A -7A= 一 6e, 其 中 。 表示 V 上 的 恒 等 变 换 ,判断 A 是 否 可 对 角 化 , 写 出 理 


Н. 


24. 和 矩阵 
-3 -9 -12 
A=|1 3 4 | 
0 0 1 
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ӨӨН TX PE D? 如 果 可 能 , 试 求 出 p ,并 求 出 使 T AT —- D BJ BJ E 
ET. 

25. 2 A п Л ,Е Xn 阶 单位 矩阵 ,日 A + А=2Е,ЕНН:А = E ` 
HA A 以 1 为 特征 值 . 

26. BAHE А 的 最 小 多 项 式 为 g(x)=x +х'—х-1, 

1) 求证 :和 矩阵 A n[3E SHE A +E УЯА — E Puls; 

2) 再 假设 4 ШШЕ Ид А /(х)=(х—1) (+1, R A 的 若 尔 当 标准 

27. iX V 为数 域 P 上 2 xz 和 矩阵 关于 和 矩阵 加 法 和 数 乘 作成 的 线性 空间 , AE 
义 变换 c(4)=4 ,YAEV, 则 go 为 V 上 的 线性 变换 , 求 og 的 特征 值 ,特征 向 量 
及 Jordan 标准 形 . | 

28. 设 4 是 一 个 nn ПУЕ, Н r(A)=r(A°), W г(А)=г(А”)=г(А")= 


-5 1 4 
-12 3 . 
-6 1 5 
的 三 个 特征 根 为 1,1,1, 试 将 А 表 成 4= TJT ' ,其 中 J 是 4 的 若 尔 当 标准 形 ， 
TETKE, RJ TAHT.. 

30. 证 明 : 如 果 数 域 P 上 的 n RERA 与 B 都 是 可 对 角 化 的 ,并 且 A SB 
可 交换 , 则 存在 数 域 P 上 一 个 nn 阶 可 道 和 矩阵 S ,使 得 S”A4S SS BS 都 为 对 角 
Ж ВЕ. 


29. ЯЖ BE 


А = 


88.4 习题 公案 与 提示 


1.1) ЖЖ Н 1,1,1,А(А-1),4°(А-1)._ 2) ЖН 1,1,1, 
(A*2)'. 

2. 1) 相似 . 2) 不 相似 . 

3. 提示 考虑 AE- A SAE- A 的 各 级 行列 式 因 子 . 


-1 0 0 -1 0 0 

4.1) | 0 à 0 -1 0|. 

0 1 1 0 0 2 
000 -1 1000 
11994 | 1100 
010 -6 0110 
001 4 0011 
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E, 0 
sae [t 9) 


0 0 
6. J Р, ) 
^" (0 -E,,J 


7. 提示 A АЖУА 309 f Бос ARE 

8. 提示 USE 2 UI Н ЖЛ "4 PRE JE BJ PF a. 

9. 提示 1) 18150 8, АВ = BA, ВА = AB ' , JAfi(B'' AY = 
0,8 вА УЖЕШ, IB AL- [B| E+B 'А|=|В|. 

2) |B| 20 Bf, 4 B, = B * tE ,Jll AB, = B, A. | 


10. 提示 2) 将 A 化 为 奇 尔 当 标准 形 , 主 对 角 线 元 素 为 0 АКЫН 
放 在 一 起 . 
11. 提示 将 A 化 为 车 尔 当 标准 形 J, 则 有 T (AJE- A)T = A E - J.I 


B, 
iB MB T ,使 À, E -J= | 


B ,其 中 Bi 为 主 对 角 线 元 素 为 0 的 r РЖ 


Е.В =0,B, 是 n r 阶 非 退 化 子 块 . 
12. 提示 1) 用 最 小 多 项 式 , 不 变 因 子 相同 . 
0 1 0 1 


0 00 
2) , „у ^н АТИ. 


0 0 0 
13. 提示 “利用 奉 尔 当 标 准 形 . 


14. 提示 ЖА ЖУКА ЕР, НИЕ Н, = 


15. 提示 ЖЕ, = 0. DIU у=ЛЕ+Е,.А SJ 可 换 , 则 有 AE, 


16. 提示 将 4 化 为 者 尔 当 标准 形 , 比 较 T А T SERT АТ. 
17. 提示 ”利用 最 小 多 项 式 和 奉 尔 当 标 准 形 . 
18. т, (А) = А = nÀ. 
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19. m (A)= (A* 4)(A* 60(A +12). 
20. 提示 ”用例 17 的 结论 .. 
22. 提示 ”可 用 最 小 多 项 式 和 阁 尔 当 标 准 形 两 种 方法 . 
23. 提示 考虑 4 的 最 小 多 项 式 . 
24. 提示 考虑 A 的 最 小 多 项 式 . 
25. 提示 “充分 性 用 最 小 多 项 式 . 
26. 提示 2) а, (А) = А +А-А-1=(А +1) (2-1), 
а, (А) = (А-1) (А +1), 
4,(4) =а,(А) = d (А) =1. 
27. 提示 с = Е,с 为 对 合 变换 ,特征 值 为 1 和 -1,c 的 属于 1 的 特征 回 
量 是 对 称 和 矩阵 ,属于 -1 的 特征 向 量 是 反对 称 抢 阵 , 春 尔 当 标 准 形 


n(n+1) 
Est: D 
J 


ss] | 
2 n x n. 


28. 提示 利用 A 的 若 尔 当 标准 形 , 分 4 np LA 不 可 闭 两 种 情况 考虑 . 


100 111 7 -1 -5 
29. J=|0 10 1,T=|672|,T '=|-6 1 4 |, T P—. 
011 001 0 0 1 


30. 提示 UA 的 全 部 不 同 的 特征 值 为 A, ,A, ,… ,4, ,其 中 A; 的 重 数 为 71;› 
;=1,2,°°,5,1ЖЖН X AX-diglA,E, ,, AE, |,® G = X BX ,然后 利 
用 最 小 多 项 式 的 性 质 . 
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эЛ ” 欧 儿 里 得 空间 


$9.1 基本 知识 


1. 定义 : 设 V 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 ,在 V 上 定义 了 一 个 二 元 实 孔 数 ， 
称 为 内 积 , 记 作 (@& ,PB), 它 具有 以 下 性 质 :V a,p,YEV,VEER,， 

1) (а,В) = (B, a); 

2) (ka, B) = kCa, p); 

3) (а+ B,y)- (a, Y) + (B, YO: 

4) (6,0)220,4 HEA“ а = 081 (а, а) = 0. 

У Fk WX JL 88 18 (Euclid) 2 [8]. 

2. IBS TERR: Va В, YEV, V kCR, 

1) (a, kB) = k( a, B); 

2) (a, B* Y)- (a. B) + (a.v). 


二 、 KER .3 8 ..1E 3: 


1. 定义 
1) É УБЕ, WF ÍEX a C У, (а, а) N JEE a 的 长 度 , 记 为 


| .长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 当 ао, а 是 一 个 单位 向 量 ， 


lG | 
PR а 的 单位 化 . 
2) EFH о, 的 夹 角 (a B BDE 
‹@,ЁВ) = arccos LIA , Oxi(a,p)xm. 
lali 


3) SUR Ca, B) 0,852, o, ВЕЗЕ ЗЕН 100 alB. 
2. 长 度 的 基本 性 质 : 设 V 是 欧 氏 空间 ,w,pPEV,RER, 则 : 
1) la|20,234 H14 а= 0 |а| =0(3Efi FE); 
2) Аа = Еа (НК); 
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3) la+ Bix:ial +В (9550); 

4) Ча 1 ВВ, а+ Bl^—-lal + IB CREER). 

3. АИ — Е A Я Ж (Саосћу-Буняковский) As S 5X ; Ж + Ex К Zx [н] ch £ 
意 两 个 向 量 a,B, 有 |(e,P)| 志 |a||1B1. 当 且 仅 当 a ,8 线性 相关 时 ,等 号 成 立 . 


=Z., EREK 


1. 定义 : 设 V Æ n 维 欧 氏 空间 ,s,s;,,…,8, 是 V 0—8. Re, Е) = 
assi j=1,2, n ERE A = (а) в, ,es ,，…,e, 的 度量 矩阵 . 

2. 主要 结论 

设 V en КЕК 25 [н], E£ ,2,,…,E, 是 V EH, A = ((е,, 8, )), „28 
21 ,8;,，"… ,8, 的 度量 矩阵 , 则 

1) 度量 矩阵 4 是 实 对 称 和 矩阵 . 

2) Н a, BEV, ÆI &, ,ss,,… ,8, 下 的 坐标 分 别 是 x = Crn) ,y 
= (у, у, YMC Ca, B) = хАу . 

3) RAN ARM 

4) 设 mono m. V EIS—ÓIBAX.B-(n.m))773 quim ,于 ,的 
度量 和 矩阵, 且 (9 mom) (6,6, 6,2) С, B = САС, ВЛ [8] 3E FE 
E B PE REA AH, EL I] AES RB E E ЖООН] BJ ETE RR ВЕ. 


四 、 标 准 正 交 基 


1. 定义 : 欧 氏 空间 V 中 一 组 非 零 的 向 量 ,如 是 它们 两 两 正 交 ,就 称 为 一 个 
正 交 向 量 组 .在 п 维 欧 氏 空 间 中 ,由 п 个 向 量 组 成 的 正 交 问 量 组 称 为 正 交 基 ; 由 
单位 向 量 组 成 的 正 交 基 称 为 标准 正 交 基 . 

2. 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 法 : 设 V 是 欧 氏 空间 ,由 У 中 一 组 线性 无 关 的 
ЕЕ о, 0; ,构造 正 交 回 量 组 P,P,,… BA 


__ (a, ‚В,) ( G, ; p. » | e ... 
В = a, ,B. = G, – ( БОЁ {ШОВ УЁ- 1 (2=2, 5). 


3. 主要 结论 

1) л 维 欧 氏 空间 的 一 组 基 e ,sg, ,…,8, 是 标准 正 交 基 扎 它 的 度量 矩阵 为 单 
位 矩阵 . 

2) n 维 欧 氏 空间 V 中 任 一 向 量 w 在 标准 正 交 基 E ,gz，…,8, 下 的 坐标 为 

((@,в,),(@,в,), 0，B， )),R а= (о,е,) 8, + (а,Е,)е, + + (@,Е,)&,. 

3) ia 与 是 2 维 欧 氏 空间 V 中 的 两 个 向 量 ,在 标准 正 交 基 є,,в,, зс s, 

下 的 坐标 分 别 是 (zz …z) 和 (yy v, MCa, В) = хуу + хуу; + 
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ey, 

4) n 维 欧 氏 空间 V 中 任 一 个 正 交 向 量 组 都 可 扩充 成 一 组 正 交 基 ; 任 一 个 正 
交 单 位 回 量 组 都 可 扩充 成 一 组 标准 正 交 基 . 

5) 对 于 ” 维 欧 氏 空间 中 任意 一 组 基 sg, ,6,,，… ,Ee 都 可 以 找到 一 组 标准 正 交 
Æ mono. n ELLE EE) ELM’ mN). 

6) t ERME E AE E D) pR {ЕТЕ Ж e B E ЙЕ [ E E 38 38 Е; Б Z АН 3£ < 
IR] 85 xb RE RE E Et IE ЖЕРЕН E ri — Н AE Es $z WE E 2 AE, Ji] 75 — 2B 15, E: bp E IF 2 
A. 

五 、 正 交 子 空间 与 子 空 间 的 正 交 补 

1. 定义 

1) 设 V,, :是 欧 氏 空间 V 中 两 个 子 空 间 ,如 果 对 于 任意 的 aC V, ,PE 
V,, 恒 有 (@,B)=0, 则 称 Vi,V: 为 正 交 的 , 记 为 V, LV,. 

2) 如 果 对 于 任意 的 ВСУ, , а (а, В) =0, 称 回 量 a 与 子 空间 Vi 正 交 , 记 
为 alLVi. 

3) 子 空间 V, 称 为 子 空间 Vj 的 一 个 正 交 补 , 关 Vi 上 Vi, 且 Vi+V,=V. 

2. 主要 结论 

1) 如 果子 空间 V,,V,,…,V, 两 两 正 交 ,那么 和 V+ V,+… + V, E BL All. 

2) 欧 氏 空间 V 的 每 一 个 子 空间 Vj 都 有 唯一 的 正 交 补 Уг, (У,) + 
维 ( Vi)=n. 且 У Вн 5 Vj 正 交 的 向 量 组 成 . | 

3) H V= V,OVL,V RfF—[ R a 都 可 唯一 地 分 解 成 g = G, +а,, HP 
a, € V,,a, EV+, a #9118 a 在 子 空间 V, 上 的 内 射影 . 

4) 可 用 下 面 的 方法 找 出 V 节 的 一 组 正 交 基 以 及 V 中 一 个 向 量 在 V, EIS 
31 Ж. 

ЖҮ = У, У =10};Ж# У, = 101,0] Vi = V. 

# У,5 10|, V, У, У, — Е 6, 6,77, (0X m « n), ЖЕ 
扩充 成 V 的 一 组 正 交 基 : 86,,8,, `0, 8, , 8,01, 77, 5, , T 1B L Ensis Eni, 
… ,8, ) 就 是 V ВЕЗА. 

B gEV, 将 a 表示 成 gl ,8,,… ,5, 的 线性 组 合 . 

а= k E, tkg to + k,8, + hi 18, а + + RE,, 


则 k 8, + h;8, + ° + k, E Ea ФЕ V, 上 的 内 射影 . 
六 、 正 交 变 换 与 对 称 变换 


1. 定义 
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1) 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 x 称 为 正 交 变换 ,如 果 它 保持 向 量 的 内 积 不 变 ， 
即 对 于 任意 的 а, ВСУ, 9 Ga, dB) = (а, В). 

2) Wo КК 25 8] У 的 一 个 线性 变换 ,如 果 对 于 任意 а, ВСУ, RA 
(2а, B) = (а, AB), WR sd у ТКЛР. 

2. 主要 结论 | 

1) 设 x 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,以 下 四 个 命题 相互 等 价 : 

1° x 是 正 交 变换 ; 

2' wf 上 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 即 对 于 任意 EV,|wal|=|al; 

3° 如 果 g ,gs, ,…,8, 是 标准 正 交 基 ,那么 wsg ,Ws,,… ,AE, 也 是 标准 正 交 
其 . 

4° 以 在 任何 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 

2) 正 交 变换 是 可 首 的 ; 正 交 变换 的 乘积 与 正 交 变换 的 道 变换 还 是 正 交 变 
换 . 正 交 变 换 的 行列 式 等 于 +1 或 -1. 行 列 式 等 于 +1 的 正 交 变换 通常 称 为 旋 
bb ,或 称 第 一 类 正 交 变 换 ; 行 列 式 等 于 -1 的 正 交 变换 的 称 为 第 二 类 正 交 变换 

3) 对 称 变换 在 任意 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 对 称 和 矩阵 ,反之 亦 然 . 

4) 设 x 是 对 称 变换 ,Vj 是 只 的 不 变 子 空间 , 则 Vi 也 是 x 的 不 变 子 空间 . 

5) 实 对 称 和 矩阵 的 特征 根 都 是 实数 ,在 R" 中 属于 不 同 特 征 值 的 特征 同 量 两 
两 正 交 . 


七 、 欧 氏 空间 的 同 构 


I. 定义 :实数 域 R 上 欧 氏 空间 V 与 V 称 为 同 构 的 ,如 果 由 VV 到 V 有 一 个 
38 o ,适合 :1) oc(a+B8)=o(a)+6o(B),2) o(ka)= ko(a),3) (ola), 
o(B))=(a,B), 这 里 a,BE V,kER. 这 样 的 映射 o RA V 到 V 的 同 构 映射 . 

2. 两 个 有 限 维 欧 氏 空 间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 维 数 相同 . ” 维 欧 氏 空间 都 
与 R" 同 构 . 


八 、 向 量 到 子 空间 的 距离 ,最 小 二 乘法 


1. 定义 
D Kla- Pi 称 为 向 量 a 和 的 距离 , 记 为 4\е,В). 
2) 实 系 数 线 性 方程 组 

арх tapti t taz, b 70, 


a, TI tanzi t7 + a£, — б, =0, 


Gy X1 t 4,2 2 Б. + Чы, b, = 0) 


- 294 - 


可 能 无 解 , 即 任何 一 组 实数 zi ,zx,,… , 工 , 都 可 能 使 


> (аах, tanzi + +а,х, bi) (1) 

不 等 于 零 ,我 们 设法 找 实数 组 zi1 ,x;,… z EC AER zt ,xzx;,… z Ж 
为 方程 组 的 最 小 二 乘 解 .这 种 问题 就 叫做 最 小 二 乘法 问题 . 

2. 距离 的 三 条 基本 性 质 

1) 4(а, В) = а(В,а); 

2) а4(а,В) 20, 5HR a— B 575; 

3) а4(а, В) <а(а, у) +а(у, В) (= SEX). 

HEI TE [8] фт [5] EE EA] ER ESL, 3e £e АЫ. 


" Av. BZH 


1. ж X. 

设 V 是 复数 域 上 的 线性 空间 ,在 V FE X Y лр, RAAE, 
记 作 (@ ,PB), 它 具有 以 下 性 质 : 

1) (a, B) = CB, a) ZEB, a)J& Ca , pO I] tisu E X; 

2) (ka, B) - k(a, В); 

3) (а+ B,y)- (a, Y) * (B. Y»; 

4) (a,a)Jé3EfRo SEX ,H(a,a) -023453H X24 a — 0. 
这 里 是 we Buy 是 V 中 任意 的 回 量 ,& 为 任意 复数 ,这 样 的 线性 空间 称 为 西 空 
[н]. | 

2. 相关 的 结论 | 

1) (a, B) - k(a, В): 

2) (a, * Y) 7 (a, fh * (a, у); 

3) 对 n KEERA, НА 表示 以 4 KEREN 38 38 fE pú НОЕ Е. 如 果 
АЕА А = AA = 五 ,就 叫 酉 和 矩阵, 它 的 行列 式 的 绝对 值 等 于 1; 

4) 两 组 标准 正 交 基 的 过 渡 和 矩阵 是 本 矩阵 ; 

5) 西 空间 V 的 线性 变换 w, 如 果 满 足 . (Ма, ИВ) = (а, В) ЖК У 的 一 
个 西 变换 . 西 变 换 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 西 矩 阵 ; 

б) 如 果 和 矩阵 A 满足 4 = А, ДШ КЖ (Hermite) Ж EE . fe V Zs [B] C" rH 


^ 


T] v 

+ X5 
A| =A 

X, x 
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WW (sa, B) = (Co d) od ERREK; 

7) V 是 本 空间 , V, TF ABI, Vi У, 的 正 交 补 , 则 у= УФУ. х 
V1 是 对 称 变换 的 不 变 子 空间 , 则 У, 也 是 不 变 子 空间 ; 

8) 埃 尔 米 特 矩 阵 的 特征 值 为 实数 , 它 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 ; 

9) Xv 4 是 埃 尔 米 特 窍 阵 , 则 有 西 矩 阵 С, С AC = САС ZE X TRIER 
Е. 


$9.2 И в 


|1 А = (а) 0—1 n 阶 正定 矩阵 ,而 
a= (LE Er) BE (ууу, ), Е А” 中 定义 内 积 (@ 3) № 
(а,В) = GAB . 
1) 证 明 在 这 个 定义 之 下 ,R” 成 一 欧 氏 空间 ; 
2) 求 单位 向 量 e = (1,0,:7,0),6, = (0,1,0,-7,0),77,6, = (0,0, 1) RJ 
ЖЕШ ; 
3) 写 出 这 个 空间 中 的 柯 西 — 布 涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 . 
解 1) В YER, kER, WA 
(а,В) = «АВ = (GAB) = BA'a' = ВАа = (B о); 
(да, В) = (ka) АВ = k(aAB ) = к(а, В), 
(а+В,у) = (а +В) Ау = @Ау + ВАУ = (а,у) + (B. Y), 


(а,а) = ада = >) > ахх, 


= 1 j= 


由 于 A 是 正定 矩阵 ,所 以 Y 3 aszit; 是 正定 二 次 型 ,从 而 (a a) 20.36 EL 


221 j> 


Mg = TNCNAE 0. 由 此 可 见 ,R"* 在 这 一 定义 之 下 成 为 欧 氏 空间 . 
2) 设 度量 和 矩阵 为 B = (ó, ), JE Z 


0 
ауу `” Gi, : 
b, = (8; ,6,) = (0.- I | 1 1(7).= a; (i,7=1,2,.",n). 
а ` a : 
() 
Ш B= А 
3) (а, p=. у a£; la| =v (а,а) = 3 Xa |B| = 


TE 


i=} j=1 


故 柯 西 - 布 湿 柯 夫 斯 基 不 等 式 为 


(ajsa) (а, ,а,) "t (ajsan) 
А = (a,,a,) (а, ,а,) её Wakas 
(amsa) Cansa) ^c" (ansan) 


求证 : 当 且 仅 当 |4| 关 0 时 ,alias ,wa， 线 性 无 关 . 
证 明 设 xc,as ,ax 线性 无 关 , 可 将 其 扩充 成 为 V 的 一 组 基 : 
oo ы i . 

由 于 此 基 的 度量 矩阵 是 正定 的 ,从 而 其 m 阶 顺 序 主子 式 |4|>>0, 即 有 |A| 关 0. 

反之, 设 |A| 关 0,@i,@,,… ,0, 假 大 线性 相关 , 则 其 中 必 有 一 向 量 可 由 其 余 
向 量 线性 表示 ,不 妨 设 а, 可 由 а,,а,, ,0 线性 表示 , 且 а, = k,G@, + + 
k. G, WE | 
(m.,@ ) = (а, ‚Ё, т, +t + b т„)=Ё„(е ,а,) +: + b (m ,@.) (i-1,2,:,m), 
这 就 是 说 ,|4| 的 第 一 列 可 由 其 余 m - 1 列 线性 表示 .于 是 |4|=0. 这 与 14| 关 0 
的 假设 予 盾 .下 a,,a,,7,a, 21262. 

H3 Ба 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 非 零 回 量 ,@ ,60s,,… ,0 € V 满足 条 件 

(a,,0)20(i—71,2,::,m), (m .,m )<00;,j=1,2,: m;i j). 
证 明 e. ,0,,… a 205. 

WA 设 ka, + Аа, +: T b a, =0, HBE kist, k, 20; b, sns E, XO 

(1X rs m)(# lll RT LL E Sr AR LB Im). B= k mG, + = + k @, = 

б, Еа, , WI 


(В.В) = (Аа, t: + ра, Р.а. ha, У У) b, ( - &,)(0,,0.), 


由 已 知 条 件 和 假定 条 件 知 ,上 式 右 端 非 正 , 即 ( 有 ,外 ) 委 0, 但 由 内 积 的 定义 知 (有 ， 
В) 220,906, В) = 0, МВ В = 0, 5 
ka, + ра = 0,101 Т °з TË; G, = 0, 
于 是 
0=(k at +ka,,a)=k(a,,a)t' +k (@ ,G), 
0—(5,,,0,, + + ЁҺ„б„,б)=Ё,,,(а@а,.,,@) t +2, (а, ,@). 


` 297 > 


由 已 知 和 假定 知 k (a; ,a)20(1 imr), k (a, ,@)<0(r +1<;< m). E 
P А, (а, ,а) = 0(1<:<ғ), А (а, а) 20(r c 1j om). Tf А, =0(i 
=1,2,:, т). а, G... G. 线性 无 关 . 

点 评 为 了 定义 欧 氏 空间 引入 了 内 积 的 概念 ,使 得 诗 多 与 内 积 有 关 的 问题 ， 
在 适当 地 定义 内 积 后 ,可 迎刃而解 ,特别 是 在 判定 回 量 组 的 线性 相关 性 方面 ,更 
有 其 优越 性 . 

例 4 证 明 在 一 个 欧 氏 空间 里 ,对 于 任意 向 量 w ,有 ,以 下 等 式 成 立 . 

1) ie-Bl-la-Bl^-2lal^-21Bg!^; 


2) (a. Llas BI - 21а – Bl 
等 式 1) 的 几何 意义 是 什么 ? 
证 阴 llae+pi+]a-p'=(a+p,a +B) +(a-B,a- В) 
- (2,0) +2(0,В) + (B,[) + (a,a)-2(a, B) + (B,p)=2l|al2 + 
2| p|. 
2) |«+в\°--4|@-Б|°=--[4(а.8)]1=(@.В). 
4 4 4 


1) 的 几何 意义 是 :平行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 各 边 平方 之 和 . 
£5 证 明 ” 维 欧 氏 空间 中 ,至 多 有 n+1 个 向 量 , 使 两 两 夹 角 都 大 于 90° 
证 阴 证 法 1 对 n FBAR. У п = 1 BF, # 1 维 欧 氏 空 僻 中 结论 显然 成 


» 


假定 在 n -1 维 欧 氏 空间 中 结论 成 立 ,下 面 证 对 лп ERRE [Н] HE BU VE. 
БЕЛЕ, ЖЛЕ V 中 存在 n +2 个 向 量 a ,az ,…, 0,; 使 得 (@,,@;)<0(i,j= 
1,2,…,n 十 2,i 关 7). 将 a 单位 化 记 为 6 ,并 将 其 扩充 成 为 一 组 标准 正 交 基 :&， 
8 ,… 8, .在 这 组 标准 正 交 基 下 ,gl ,6@;,，… ,0,,; 的 坐标 分 别 为 
([a,1,0,-:,00), (а, aa 
0>(a,,a,)=|a, la,,,a <0,i=2,3,.… ,n+2. 
没有 = У) as (i=2, ' n +2),) В, "0, В... п 1 维 欧 氏 空间 
L(e,, ‚5„) 0 п+1 Ë. | 


0> (а, ,&,) = 3 arly, = ana + > а.а} » 
= 1 r= 2 
并 且 ала, 20(:1,5 72,3, n +2, i354). T E: 
( B. 07 У) аа, 0, (1,5; 22,3, ,n +2), 


БНБ ЈА, 因而 6€,,05,, 10,57 HI BB PI PS 6КР 90", 故 对 任意 有 
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限 维 欧 氏 空间 结论 成 立 . 
证 法 2 对 я 作 归 纳 法 . 当 n=1 时 ,1 维 欧 氏 空间 的 任意 三 个 向 量 中 , 必 有 
两 个 向 量 的 夹 角 为 0, 故 结论 成 立 . 
БЕИТ n — 1 维 欧 氏 空间 成 立 , 下 面 证 对 n 维 欧 氏 空 间 V 也 成 立 . 反 
证 ,者 在 V 中 存在 n+2 个 向 量 @,,c,,…,Q,,,, 其 两 两 夹 角 大 于 90°, B Co, , 
@)<0(i,j==1,2,…,n 二 2,i1 关 7). 记 Vi=L(@i), 且 将 V 分解 为 V = 
V у, dim V; = n -1 此 时 
а. = һа, + В. (pe Vr;i=2,3,: n +2). 
Н 02 (а,, а, ) = (kG + В,,0,) = k (о, ,0а,) + (В,,0,) = k (а, , а, ), 48 
k «0(122,3,:^,n +2). X9] i, 2,3, n *2, Н ij, 
0> (а, ,а,) = (ра, +B ka, + Bj) = kk (a,,0,) + (В, , В, ), 
从 而 (有 8.) <0(2,3 2,8, ,n+2,i 关 7). 这 表明 在 n – 1 维 欧 氏 空间 У; 中 
存在 n +1 个 两 两 夹 角 大 于 oo mpm E, УБИ. 
例 6 1) 证 明 : 欧 氏 空 间 中 V 中 不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 ; 
2) 任 一 欧 氏 空间 都 存在 标准 正 交 基 . 
证 明 设 和 A=(a,),B=(b,) 分 别 是 欧 氏 空间 VV 的 基 @i,@;,,…,Q, 和 pp， 
Bp, ,… P BERERE, RB Boos] (m ,0 ,…,0,)C, 其 中 C= (с). 
1) 证 明 由 于 有 =cal+cio teet cena, (i 71,2, п), РТИ 


b;=(B.,B,)= (У) C. G, , 2, с,а, ) = У) У! c c Ca, ,@,) 
s=1 і = ] 


s=1 {=} 


= (Ciis Cis с) A je BH В = С АС. 


2) 在 欧 氏 空间 V 中 任 取 一 组 基 cl ,a,,… ,a, , 它 的 度量 矩阵 为 A = (а), 
其 中 a, = (а, ,&; ) 因 为 度量 矩阵 А 是 正定 的 ,并 且 正 定 和 挎 阵 与 单位 矩阵 合同 ， 
即 存在 可 逆 和 矩阵 C ,使 CAC- E. $ (fiif B) = (G .,G,, )C, 那 么 
由 1) 可 知 基 8 ,Pp,,…,p, 的 度量 矩阵 为 E, 这 就 是 说 B. Bus B, SK Je Fir oK B 
标准 正 交 基 . 

例 7 设 V 是 n 维 欧 氏 空 间 , 证 明 : 对 于 任意 一 个 n NEERA, BA V 
的 一 组 基 gs ,2,,… ,8, ,使 得 А 为 其 度量 矩阵 . 

证 明 а,,а,,--,а, У 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 该 基 的 度量 矩阵 为 单位 
Ж E. 
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因 4 是 正定 矩阵 ,4 与 单位 矩阵 合同 ,因此 存在 可 逆 和 矩阵 C 使 得 :A = 
С'ЕС. 
(£5,,£,,"7:,£,)-(0,,0,,":,0,) C, H) в,,в,, 8 也 是 V 的 一 组 基 ， 
而 且 基 gs ,es ，…，,2, 的 度量 矩阵 为 CEC=4. 
点 评 ”这 样 的 基 并 不 是 唯一 的 ,例如 基 a ,a;,…,a, 的 选取 不 同 ,得 到 的 
(£,,£5,'*,£,)7 (a,,0,,:7,0,) Съм, ЕПА ЕЕЕ Е СС-А. 
018 求 齐 次 线性 方程 组 
Zi — r t<xr,=0, 
| x — +, =Ü 
解 空间 的 标准 正 交 基 , 并 求 与 解 空间 中 的 问 量 正 交 的 向 量 . 
解 ” 方 程 组 的 基础 解 系 是 а = (1,0,1,0),@,=(1,—-1,0,—1).Schmidt 


正 交 化 得 B, = @; = (1,0,1,0),B, - (1, —-1,0, -D-430,0,1,0 7 11, -2, 


* 114 1 1 1 1 
-1, -2 , 1 一 VF 1 = 1,0,1,0 , 2 2 一 -一 一 1,-2, 
) ,再 单位 化 得 y ГАШ a ), Y вт? ТЕТ 


-1,-2), W y, , v, ERZ [B] НЕ IE AE AE. НТ a 与 解 空 间 中 每 个 向 量 都 正 
交 的 充 要 条 件 是 @& Є ETE [a] BJ Ep Ер, (а, а, ) = (а,а,) = 0а 


= (x ,T,X „z4), W 
Li + x; = 0, 
x, —- x, — х. = 0. 


基础 解 系 是 (1,1, 一 1,0),(0,1,0, 一 1), 所 以 与 解 空间 中 每 个 回 量 都 正 交 的 
向 量 是 k.(1,1,--1,0)+k,(0,1,0,-1),k , E; ER. 

AF 求 标准 正 交 基 的 方法 主要 有 以 下 两 种 : 

1) 初等 变换 法 Ve V 是 一 个 n 维 欧 氏 空间 , 任 取 V 的 一 组 基 @& ,a,,…， 
a, , 求 出 这 组 基 的 度量 矩阵 A.A 是 一 个 正定 矩阵 . 故 由 初等 变换 可 求 得 可 逆 矩 
EE C ,使 得 CAC = 五 .再 以 C 为 过 渡 和 矩阵 ,由 ci ,@,,… ,Qa, 得 到 一 组 新 基 p, , 
В, В, : 

(В, B. В.) = (а, ,а,,`",а,) С, В,, В, ``, В, ES RE Et SE ERAT 
САС= Е, В, , p, c B, У 的 一 组 标准 正 交 基 . 

2) 正 交 化 方法 取 n 维 欧 氏 空 间 V 的 一 组 基 0,,0,, c, a, ,应 用 正 交 化 
方法 得 到 V 的 一 组 正 交 基 有 ,5 ,… В, ,再 单位 化 得 到 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 

一 般 来 说 用 正 交 化 方法 较 初等 变换 法 简单 些 ,因为 它 不 涉及 具体 的 度量 矩 
阵 . 

Я ЗОО А 


pi 9 ux @. = (a, ,4;2 ,аыьы)(1=1,2,*,5)& $ АМ п 维 实 回 量 . 
V, — L(a, ,0,,'7,0,), V, 是 实 系 数 线 性 方程 组 
aj X; +ах,+'°+а,„х„=0, 


an Ly +а»х + +а,,х, = 0, 


а, Zi tapti t'e t aux, = 0 
的 解 空 间 ,证 明 在 欧 氏 空间 R 中 У, Е У, WJ IF 28 F. 

证 明 设 有 ,5 ,…, 及 是 风 的 一 组 基 , 即 为 方程 组 (* ) 的 一 个 基础 解 系 ， 
MB (i=1,2,,:)5 а,,а,,-`,а Е, НЮ, В Є УУ, У, СҮГ, V £ € 
Vi 4(£,a )-0(i21,2,77,5). 

故 & 是 线性 方程 组 (1) 的 解 , 即 E€ V. НЮ VSV, У, = VI. 

例 10 i Vi’, VÆ n 维 欧 氏 空间 V 的 两 个 子 空间 ,证 明 : 

1) (Vi) =V; 

2) Ж VIV, А Vicvi; 

3) (У, + Vj) =V N VŽ; 

4) (У, ПУ,)- VE + V; . 

证 明 1) 易 见 VSE(CVL)+. 另 一 方面 , 设 cE(VL)+，, 令 
а= а, + В,,0, СУ, ,В, Є У, 

(«,fi)- (а, + Bo. i) = (а, ,В,) + ‹В,,В,), 
$8(B,,B,) = 0, АШ B, = 0, б а= a € V,, И (VL LC V,, Е E fB 
(У) = V.. 

2) Vac у (а, У,) = 0. NX У, СУ, (а, У, ) = 0, ac VE, 
故 VICVI. 

3) YVa€(V, + V^ Ша (у, + V). № У, СУ, + V, V,C V, + 
V, Aa V BR a LV, TE ac УП VE.BIECV, + Vj) EV ПУ. 

н у, асу Пу, асу Н ac vi J al v Bal vV,, 
但 у, + у, Еа ВИА: B= e +a, rh a € V,,a,C V,. 

(a,B)-(a,a,* a4,)-(a,a,)* (а,а,) =0, 
Hell (У + У,), Bl a € (V +V) iq VL ПУ С(У,+ V,)-.3)iE. 

4) H 3)@88( Vi + Vy): = (Уг) (VID = V, V,. ВТЕ, 
便 得 证 . | 

例 11 证 明 : 如 果 x 是 正 交 变 换 , 那 么 x 的 不 变 子 空间 的 正 交 补 也 是 d, 
不 变 子 空间 . 
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证 了 明 设 色 是 欧 氏 空间 У 的 一 个 正 交 变换 ,V BJ f 2 V Æ 之 的 不 变 子 
空间 . 

证 法 1 因为 V= Vi 人 外 Vi ,分 别 取 V X Vi 的 标准 正 交 基 g,,…, 8, 及 
£17, £ M] E1, p, Emp Em0 ,68, 是 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 因 o JE IE SEE 
Ж ов, ,… E, AEn’ t’ Ae, DE V 的 一 组 标准 正 交 基 . 由 于 VV 是 必 的 
不 变 子 空间 ,所 以 se € Vi (i7 1,2, m), B. е, AEn, 仍 为 Vi 的 基 , 从 而 
AE VE € Vr. 

FE, ER a=k, BE t + h g, € Vi 有 wo = kpi, Б, + + 
k sig, € Vi . 故 Vi 是 ud BJ ЛУЗЁ-[ A. 

证 法 2 ЕЯ V, 对 x 不 变 , Vi E VAEZ, ТИ x 也 是 У, 的 一 个 线 
性 变换 ,和 且 也 是 一 一 变换 .因为 V, 是 有 限 维 的 ,所 以 x 也 是 V ,的 满 射 变换 ,从 
而 对 Vi 中 任意 x, 有 yEVi, 使 Wy=x.YaE Vi, 则 (@,y)=0, 于 是 

(fg ,x) = (за, у) = (@,y)=0, 
BB e 与 V, 中 任意 向 量 正 交 , 所 以 Ya € Vi , 即 Vr. XF AE. 

证 法 3 ”因为 Vi 是 正 交 变 换 x 的 不 变 子 空间 ,所 以 |y 是 Vi 的 正 交 变 换 ， 
因而 也 是 可 逆 的 ,从 而 对 YaE Vi, 有 p€ У, 1815 sp-a XIEN yE Vi 就 有 

(sfy ,a) = (у, IB) - Cy, B) =0, 
BU wy Ууу 中 任意 向 量 正 交 , 故 wyE VE, Vr tB E x 的 不 变 子 空间 . 
点 评 该 结论 只 适用 于 有 限 维 欧 氏 空间 ,在 无 限 维 欧 氏 空间 中 并 不 成 立 . 


例如 V=R[z]. /(z)= M ат',д(х)= У) n ELAR 


(f.g)= 24 a,b; C4 msn), EE ER ( f(x)) = xfCx)d& V 的 一 个 正 交 变换 ， 


у= {а, х +а, х t: ta,x'|a;, ER, n € NI 

是 必 的 一 个 不 变 子 空间 ,Vi = fala ER], W AV Z Vr ‚ЁН Vi 不 是 的 不 变 
子 空间 . 
例 12 KEZE V 的 变换 ;Wa =a 2(0, п) n (n 是 取 定 的 单位 向 量 ). 
证 明 | 

1) x 是正 交 变 换 ( 这 样 的 正 交 变 换 称 为 镜面 反射 ), 又 是 对 称 变换 ，; 

2) x 是 第 二 类 正 交 变换 (在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 A 的 行列 式 |41= -1); 

3) WE n 维 欧 氏 空间 中 , 正 交 变 换 wx 以 1 作为 一 个 特征 值 , 且 属 于 特征 俩 
的 特征 子 空间 V, 的 维 数 为 n -1, 那 么 x 是 镜面 反射 . 

ШВ 1) 显然 x 是 线性 变换 . 因 (1,1)=1， 

(а, )=(а@а-—2(@,т)т,—2(\3.1}) п) 
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=(@,B)-2(a,m)(B,n) –2(а, 1) (В, 1) +4(0, 17) (B.n) (9,1) = (а, В), 
В x Е ЕР UN (а, В) = (а - 2 (а, п) п, В) = (а, В) – 2 (а, 7) (n. 
В), 
(а, УВ) = (а,В 208, п) п) = (а, В) – 208, 1) (а, а), 

n] I. (sa, В) = (а, В), o 是 对 称 变换 . 

2) 由 于 n XR IRL HE LEES JL VHJ—ÍIBERIÉIEAX X N, E, ,8,， 

sm—-m-2(m.q)g--g.£t; = Е, -2(6,,9) = & (i=2,3, ,n) , ix E 

— 1 


(AN, ÁE, ,]8,) E(N, E2, E) 


1 

x 在 基 n, £, 8, FREA 的 行列 式 等 于 -1, 所 以 x 是 第 二 类 正 交 变 
№. 

3) AEEA п Н n 1 109 1,58 З, УА, WAE 
在 一 组 基 в, £8," o6, ,使 得 Jei = Ае. яе = 68, (i=2,.…,n). 

因为 < 是 正 交 变换 ,因此 (e161) = (e, e) Gon) SL У 
是 nn-1 维 的 ,所 以 4A。= -1, 于 是 we = -ede =g (i=2,3,.…,n). 

因为 x 在 这 组 基 下 的 和 窍 阵 为 实 对 称 和 矩阵 ,那么 V 局 于 它 的 不 同 待 征 全 
的 特征 回 量 必 正 交 , 所 以 (gl ,8;)=0 (¿=2,3,2 n). 


£, | 


1 | 
今 1] — Tg. | „ДЦ 1] 是 与 BE2，B3，… Е, 正 交 的 单位 铝 量 ‚ЖН. $2.7, È, 
组 成 一 组 基 ， | 


— Mm - xl 


1 1 1 
E se, =-——(—&)= - n. 


对 任意 a=k ntk E + + ke € V, (a,n)= (А+, е t+ 
k,£,, 他) = k, T | Е 
va =k m+ k £E, + tk, ÁE, = — k m+ k;,8, + + Е.Е, 
= рр, е tet ke -2khg-26-2(8,9),. 

Вр % 为 镜面 反射 . 

例 13 证 明 

1) Ut 双 为 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 .那么 x 是正 交 变 换 的 充 要 条 件 是 
妙 保持 任意 两 向 量 a 58 B 的 距离 不 变 , 即 [| wa- 28 | = la – Bl. 

2) 正 交 变换 的 特征 值 等 于 1 或 者 -1. 

证 明 1) 设 x 为 正 交 变换 , 则 显然 x 保持 问 量 长 度 不 变 .反之 ， EX Va. p 
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€ V, |a- B| = la - p|, WR p= 0 483 | хе] = |, x 保持 向 量 长 度 
ЖЯ, AREXE. 
2) 设 x 是 正 交 变换 ,4 是 它 的 特征 值 , 即 有 .we = ia, a #0. WI] 
(a,a)7(sa,350)—(A40,20)—A'(a,0), 
(fB(a,a)z50, Br A^ 21,8] A= +1. 
14 设 ww 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 变换 .证 明 : 如 果 x 保持 内 积 不 变 , 即 对 
Va,p6e У, (ха, яр) = (a ,Bb), 那 么 它 是 线性 变换 ,因而 是 正 交 变换 . 
证 阴 ”由 内 积 的 定义 
(A ka + 1B) — ksa- láb, (ка + IB) — ksa- LB) 
= (Ж (ра + ІВ), (ка + IB)) - 2kCx (ka IB) ,s/a) - 21 Cs (kac IB) 4B) 
+ k^ Ga so) + CAB, B) + 251 (sa , AB) 
= (ka + iB,ka + IB) - 2k(ka + IB,a) – 21(ka + IB, f + & (а, а) + P (B.B) 
*t2Ri(a,f) | 
-&'(a,a) * Ü(B,p) +20(а, В) -2k (a,a) -2khl(a,B) -2kl(a,p) 
—21°(В,В)+ (a.a) * ÜCB,f) +2ы(а, В) =0, 
得 (ka + IB) — Ена – Lo = 0 BI Aka + IB) = ка + LAP, IB w AMEN. 
又 保持 内 积 不 变 , 故 x 是 正 交 变 换 . 
8/15 a,,0,,":,0, 3 B, Boc |o m 维 欧 氏 空间 中 两 个 向 量 组 ,证 明 
存在 一 个 正 交 变换 w%, 使 sa, = B,(i 1,2, m) TE EAR MEOS 
(@;,0)=(p,,B),i,i=1,2,.,m 
证 明 必要 性 . 设 有 正 交 变换 %, 使 sqa, = B, (i=1,2,…,m)， 
则 (В;..В;)=(»а,,о,)=(а,‚,в,)\1,)=1,2,,т). 
充分 性 . 设 条 件 成 立 . 令 У = (а, ,а,,`,0,), У, = LB Btt В, ), 
E i | 
V = V, Vy = nE. 作 val V, dd p91 如 下 : 
Q (k G, t + k,@, ) = k В, + kp. - 
由 条 件 可 推出 о, 为 У, 3] V, 的 一 个 同 构 映射 .于 是 V, V 的 维 数 相同 
又 由 于 子 空间 与 其 正 交 补 的 和 为 直 和 , 故 Vi 与 Vi 的 维 数 也 相同 ,从 而 同 
构 . 设 o, E Vi 与 民间 的 一 个 同 构 映 射 ,并 设 yY=%+71,Y1E Vi,Y1E Vi 为 
V 中 任 一 向 量 , 令 WY = e y, + wp,71, 可 以 验算 ,x 是 VV 的 一 个 线性 变换 , 且 保 
持 向 量 内 积 不 变 , 故 为 Y 的 正 交 变换 .特别 是 由 于 a, = a, + 0, 故 xo, = 
9,0; + ф,0 = В, ,:=1,2,°*, m | | 
@J 16 5 kn 维 欧 氏 空 间 V 的 一 个 线性 变换 .证 明 ,如 采 sd TH É Р — 
个 条 件 中 的 任意 两 个 ,那么 它 必 然 满 足 第 三 个 :1) x 是 正 交 变换 ;2) x 是 对 称 变 
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15:3) d^ — ée ERAH). 

证 明 设 x 关于 某 个 标准 正 交 基 的 矩阵 为 A .那么 ;x 是正 交 变 换 针 A 是 
IEARÓB BE ; od 是 对 称 变 换 仿 A ERRER; = 65A! = E. 

1),2) 3): JéAE ACE 8 X. ЧЕР. A^ — A A = E , Nm 1 = é 

1),3)2):A EE EBE, Н A^ — E Л] A 可 道 .A = A AA ! = EA ! = 
A A = A 和 ,wx 是 对 称 变换 . 

2),3)1): ХЈУ, А EXPER, Н А”=Е,А'А= AA = А? = 
E ,% 是 正 交 变换 . 

例 17 ХУ Еп 维 欧 氏 空间 ,a ,PEV Е |а = 181, а= В, ЕНН V 
上 的 正 交 变换 dE wa = В. 


WE RA Ha-Bz0,g-— Ё 


F Ta pE MAMAE. V yC У, 5 Y= 二- 


2(ү,в)в,Й 又 是 一 个 镜面 反射 ,因而 是 一 个 正 交 变换 .由 |wj|=|18|,(a,aw)= 


(B,B) ,因此 有 
a онт елася 
ia — Ві 


Га 9128: ‚а - В) (а – В) 


Жыш, 
а — В 


=g- 


3.5 
=a -roay Эа Буту! aBa- B) 


oo pyi) 09:00169 - В) а – (а В) В. 

0118 设 ” 维 欧 氏 空间 V 的 基 0а,, а, G, BJ E Ek $B ЕЈ С, V 的 线性 
变换 % 在 该 基 下 的 矩阵 为 A ,证 明 : 

1) 若 双 是 正 交 变 换 , 则 A GA = G; 

2) Xp x 是 对 称 变换 , 则 A4'G= GA. 

证 明 HARAM s(a, а,, ·--,а,) = (01, 02,,0,)A,G=((Q@,, 
a)) n WRR А = (a), С = (д„)„х„, в; = (0,0), Жа, = аа, + 
а; +e +a a, (i-21,2,',n). 


1) 证 法 1 H T o EIE REEL 
g; = (а,,а,) = (sfa,,sfa,) = (У) 2,0, , У) a G, ) 


n "n 
7 >, > аӊа„(@,,@,)= (a ,a5,77,a,)G . , 
s-l1 t-l : 
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WA G= A GA. 

证 法 2 由 x 是 正 交 变换 知 % 可 道 ,所 以 ,wa ,We,,…,WQ, 也 是 V 的 一 
组 基 . 再 由 (xui ,xu ) = (а,,а ) H1, a, ,wa,,… Хо, 的 度量 矩阵 也 是 G， 
又 从 基 а,,а,,`,а, 2) a, ,… ,Ya 的 过 滤 窍 阵 为 4 ,因此 就 有 A GA = G. 


2) 由 于 有 是 对 称 变换 ,所 以 (xei , а) = DE 28:103 аһа, ‚а, ) = 


tH, BI 
(a, (05; rln Ey ;B23 B» ) —-(gi 8227 ;Bin Xa; ‚12; 3 ` G; ) BUR АС = GA. 
B| 19 欧 氏 空间 V 中 的 线性 变换 x 称 为 反对 称 的 ,如 果 对 VV НЕКЕ 
a, P RA 


(а,, У) аа, ) ,于 是 > a, ( G, , @; ) = > (a;a, ) a, , Bi У! аы Вы 一 У! Ba 0 › 
k=} k=1 k=1 k=l 


(4a, B) = – (а, Xp). 
证 明 :1) 对 有 限 维 欧 氏 空间 V 来 说 ,线性 变换 A БА] PR BJ ЛЖ RE, A 
在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 反对 称 和 矩阵 ; 
2) 如 果 Vi 是 反对 称 变换 的 不 变 子 空间 , 则 Vi 也 是 . 
WEB] 1) i$e, ee, 9 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 且 x 在 这 组 基 下 的 矩阵 
HA. a, BHV HEARNE, Н 
@ = z, 8, + x;£; t'et XZ,E, 
B= y,8, t y, 8, + + у,, 
则 它们 在 该 基 下 的 坐标 分 别 是 X = (z, ,z;,"”' Z.) , Y= (yio ys v) la 
与 B 在 该 基 下 的 坐标 分 别 为 AX ЧАҮ,ТЁЕН: 

(Жа, В) = (АХУ У= Х'АҮ,(а, В) = Х (АҮ) = X AY. 
比较 上 两 式 知 x ERREK, (ма, В) = – (а, ХВ) 3527 wo SE Ж VF Ж 
XA'Y--XAY- X ( - A) Y JF Hl A = - А,В A 为 反对 称 和 矩阵 . 即 > 
反对 称 变换 . 

2) 设 子 空间 V 对 反对 称 变换 x 不 变 ,@ 为 正 交 补 V. 中 的 任 一 向 量 , 为 
V ,中 的 任 一 向 量 , 则 ¿g€ V. E Ga, B) = – (а, В) = 0, BD sa 与 Vi 中 任意 
向 量 正 交 , 故 ec Vi , 即 Vr XF x 也 不 变 . 

例 20 V 与 V' 是 两 个 维 欧 民 空 间 ,s, ,se,,…,s, 是 V 的 一 组 基 ,W 是 V 
到 VV 的 线性 映射 .证 明 :;wx 是 欧 氏 空间 V 到 V 的 同 构 上 映射 的 充 要 条 件 是 8, , E, 
e £, Ej жє, є, s ,Ee, 的 度量 矩阵 相同 . 

证 阴 ”必要 性 . 设 x 是 欧 氏 空间 VAV RRI. Ya, BEV, (жа, 
xg) = (а, B). rU Cote, , е) = (8,8), ij 2, 7 n Bill s..8,, u 8,3 
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AE, KE, ‚''* AE, Н) ЛЕ E E EET ЇР]. 
fs TE. Xr €£,,85,,',. Ё, 与 ME, , Е, e, AE, Н] RE & XB BE ta [n] , DU (е, , 


dg ) = CE; , 8), 1,7 71,2, n. Уа, Ве Уу, а = У) a;&; . D = 3 b€., WIl 
г= 1 {= 1 
(sa ,AB) = (> а, ME, , > b, 4, ) = 2 ja b, (ів, sde, ) 


= ab, ( &, s) 7 (У а@;&, M bE; )= (а, B). 
因此 以 是 欧 氏 空间 V sj v 的 同 构 上 映射， 
例 21 设 ww 是 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,证 明 o ZEE PE ZE R8 BU ü 
要 条 件 是 x 有 п 个 两 两 正 交 的 特征 问 量 . 
证 明 ”必要 性 .因为 x 是 对 称 变换 , 则 存在 V 的 一 组 标准 正 交 基 6, £, 
… E, AB. 双关 于 此 基 的 窍 阵 为 对 角形 , BI | 
| А, 
А; 
ACEI, E) = CEE) . ; 
А, 
ËB) xe, = Ае, (i 71,2, n). PE в,,&,, Е, BB JE x 的 特征 向 量 ;又 因 它 们 两 
两 正 交 , 故 sE n 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 . 
充分 性 . 设 a ,@,,…,0, 为 WY 的 nn 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 , 它 们 分 别 局 于 
A, ,À5 7 A Bl за, — 3,8, (191,2, 0). 


(i 二 1,2,…,n), 则 Е; ,2,,°`',Е, N V 的 一 组 标准 正 交 基 , 由 于 


Pi P —-A,g, (i-1,2,--,n), BTE ARTER 

准 正 交 基 NEN 的 矩阵 为 实 对 角形 矩阵 ,从 而 也 是 实 对 称 矩阵 , 故 x 为 对 
称 变换 . 

例 22 设 @,0a,,…,0, 与 ,Pp,,… B, 为 欧 氏 空间 V 的 两 组 向 量 . 证 明 .: 


1 А; a, 
S (g,) = 一 一 MG; = —— 8, = А, lal | 


如 果 

(ooi)=( 有 8) (JJ=1,2 7)， 
则 子 空间 

V,-L(a,,,a,)58 V; - LOB, B.) 
同 构 . 


ШЕ olkia, +- +b a, ) =k o t + ЕВ, FEHER су, а V 
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的 一 个 同 构 映射 .首先 , 设 
kQ + +ра, =l G, + + An, (1) 
ШС, = lia + T (5, —{„)а„=0,{Н@(е,,ев,)=(Б,.В,),1% 
((k - hit + kn – 1,)B, (ki -LB t + (k, — 7, )B,) 

=((Ë, —¿ )@G@ + + (А, —1,)a, (b — h)a, +t T (b, — L. )G@, ) 

= (0,0) =0, | 
FRA Cki 1,)В, +. + (k, -L,)B, = 0. 0 

k, В, +... + AN = l, В, + +... + 1 B. , (2) 

BU c A V,3] V; 的 一 个 映射 且 显 然 是 满 射 . 

反之 由 (2) 也 可 以 推出 (1) , 即 o 为 Vj 到 V, 上 的 一 一 映射 . 

HAIR, RCR,a,BC€ Vv ,可 以 推出 o(a- В) = с(а) + с(В), 

с(ка) = kc(a),(o(a),c(B)) = Ca, B), 

BU o 为 V, 到 V, 的 一 个 同 构 映射 . 

例 23 ARER A 的 特征 值 的 模 为 1, 且 A 的 属于 不 同 特征 全 的 特征 
向 量 彼此 正 交 . 

uEBg RAER A 对 应 的 变换 是 酉 变换 uA 是 它 的 特征 值 ,w ERTA 的 
特征 向 量 , 则 由 va = Аа, (а, а) = (за, а) = (Аа ,лАв) = А (а,а). (а, а) 
Z0, FÆ АА = 1. ВТА 的 模 为 1. 

Bb A.u ЖА 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,XX,y 是 A 的 分 别 属 于 4 和 的 特征 回 
量 ,于 是 从 AX-AX.Ay7 uy f8 X у= X (А'А)у= (АХ) CAy) = àX y, Bl 
(Àn-1)X y20,fB8(Ap - 1)А = Аи А = lA A= n А30, Аи ~ 1520, 
因而 Х'у=(Х,у)=0, A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 同 量 正 交 . 

例 24 ЖА 是 一 个 nn 阶 可 逆 复 矩阵 ,证 明 A 可 以 分 解 成 4= ОР, R U 
是 西 矩 阵 ,T 是 一 个 上 三 角形 和 矩 路 


0 0 2 
其 中 对 角 线 元 素 t, (i =1,2,…,n) 都 是 正 实数 ,并 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 . 
证 明 A 5a 阶 可 逆 复 矩阵 ,A (a,,0,,7,0,),0,,0;,77, 06,23 A 的 列 
向 量 ,它们 线性 无 关 , 因 而 组 成 西 空间 C" 的 一 组 基 . 将 a,,0, ,&, 标 准 正 交 化 
得 到 标准 正 交 基 NM 
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В, — Xi 0,, 


B, = ra + х2 0, 


В, — Tin + X 2405 Toce +,,G@, 4 
且 每 个 x, 为 正 实数 . 


X1 X12 Ut Zin 

X3 ` X, 

(Bi. B,  B.)= (a,,2,,7,a,)X, Kb X = I 
0 0 nn Ë an 


4 U=(B Bc B0, A U KREE, T X 也 是 上 三 角形 和 矩阵， 
且 对 和 角 线 元 素 亦 为 正 实数 ,由 О = АХ ЗА = UX = UT. 

下 证 分 解 唯一 性 .假设 又 有 4 = U, T, ,U0 为 西 和 矩阵 ,TT 为 对 角 线 上 元 素 都 
是 正 实数 的 上 三 角形 矩阵 , 则 由 U, T, = UT ,得 

U 'U =TT;'. (1) 

TE (1) XX Ze 9n , ПКЕ РЕ, (1) 5 30 Е fi ÉE EBE, 38 CI) K ЕШ, 
ЖЕЗ 0 А200, wa Ш.Ш, 79 Roast ,{Нх IS EDS F = EBE , 因 上 三 角形 矩阵 之 
354537 E — f8JE SR BE , PLE C) 4 DOSE АЖЕ РЕ, (1) PLZ 29 Pa BEBE H F fj ,对 
角 元 素 模 为 1, TT， 的 对 角 元 素 为 正 实数 LOS И Ж ES 1, B0 (1) 88 T 0 B 
EE E, TÉU U,-TT, = Е, 0= 0 ,T=T,.ME—#FE4BVUE. 

B|) 25 ИЕВД& ZR ЖЯ Ж Ec BJ RETE E SCC, EL AP [8] RF GE (EL BJ F 4F Ej REEL E 
EX. 

证 明 ЖЖЖЖ A 确定 的 对 称 变换 是 x,4 为 它 的 一 个 特征 值 , 则 
AFERE w ,使 wa = Aa. E Jt; 

А(«,ов)=(А@,о)=(эз@,в@)=(@,»Уа)=(ов«,лАа)=А(@,@). 

Bla, a)>0, FTA A= A. BI A 是 实数 . 

WR А, р 是 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,a ,四 是 分 别 属于 它们 的 特征 向 量 ,xu 
= Ax SB = of, WM A (a, В) = (ла, В) = Ca, В) = (а, ЯВ ) = (a, „В) = n (a, 
В). 

但 实数 A 关 u, (a, В) = 0,81 a S p EX. 

5026 设 x 是 西 空间 VV 的 线性 变换 , 则 x 是 西 变换 的 充 要 条 件 是 

(Ха, Ча) = (а.а) (YaEV). 

证 明 必要 性 .显然 . 

ERE. HRI, CI(a + B),s(a + В) = (a В, а + В), Va, BE У, Вр 
(Ха, Ха) + (а, ЯВ) + (AB, Ха) + (еВ, В) = (а, а) + (а, В) + (B.G) + 
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(В.В), tB, Pl 


(а, ХВ) + (uB.sa)-(a.p)*(B.a). (1) 
将 а Ж іа ,18 (а, В) (B. шж) = (а, В) -і(В, а), В 
(4a, В) – (4B, а) = (а, В) – (В, а). (2) 


H CI1)81(2)88 (a, 4B) = (а, В) Va, BC V, 是 本 变换 . 


89.3 У d 


1. &a-(a,,a,),B- (b,, 5) AZ EXC [8] КРАЕ. 5]. RC 
对 以 下 所 规定 的 内 积 是 否 构 成 欧 氏 空间 ? 

1) (а,8) = а, +а,,; 

2) (a,g) = (a, +а,)6, + (a, +2а,)6Ь,; 

3) (а, 8) = a b +а,Ь, +1; 

4) (a,g)—a,b,— a;b;; 

5) (a,g) = За, + 5a,b,. 

2. ЖЕ" Фа = (а,,а,,`,а,), В = (5, b, Lb, R'XEUD F E АЈ 
积 是 否 构成 欧 氏 空间 : 


1) (а, В) = | DE 


" 


2) Gi - (5 а,)( 5) 5): 


3) (a,fp = > kab, AFP k >0(1:=1,2,,п); 

4) (a, B) = aAB' ,其 中 A Жл 阶 正定 矩阵 . 

3. 证 明 ;在 任意 非 零 欧 氏 空间 V HEERA а, Zp, la, ,В,) >20, Ш] 
时 存在 回 量 a, Æ В, ,fi(a, ,pB,) «0. 

4. 在 实 线 性 空间 CL — 1,1j 中 定义 内 积 为 : 

(7(z),g(z))= | OGL 

ЖЕ: 3, (=) =1, р(х) = zx,f3(x)=1 -xz, 所 构成 的 三 角形 的 三 个 内 角 . 

5. 证明 不 等 式 

EZE? + xr;y> t8 + ry, < xi + rj ке + ant, yi + у; + Ай ty. 
其 中 X, |, T> "oT ,yy У, МЕЖ ЗЕ. 


6.2 R''PoR а, В ZJ K (а,В) (内 积 按 通常 定义 ) , 设 
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1) a=(2,1,3,2),B=(1,2,-2,1); 
2) а= (1,2,2,3),В = (3,1,5,1); 
3) а= (1,1,1,2., B7 (3,1, - 1,0). 


7. n 维 欧 氏 空间 V PAR x y BU BU (x. y), 7 V 的 线性 变换 o 
МАЕ л (х,у) = (ох, у), (х,у) 8 IS PUER? 


8. Е В dla, В) = 1 а- la S p АЕ, ЕН: а(а, у) <а(а, В) 
t d(B,v). 


9. 设 a,,0,,":,e,J& EX Ems ja] V 的 一 组 基 , uERR : 

1) 如 果 yC V f y,0o,)-0,7—1,2,"7,n,852 y -0; 

2) 如 果 y ,Y, EV 使 对 任 一 gEV, 有 (Yi1,0)=(7Y,,@), 那 么 Y= 7,. 
10. Z £, ,se,,8; 是 三 维 欧 氏 空间 中 一 组 标准 正 交 基 ,证明 : 


&, = i Qs, *28,-€,), 
_ 1 
Œ- = (28; — b + 26;), 


а; = + (e, —2£,-2£,) 
也 是 一 组 标准 正 交 基 . 
11. 设 在 向 量 空间 R' 中 规定 内 积 (不 一 定 是 标准 内 积 ) 后 得 到 欧 氏 空间 V, 


H У Жа,=(1,—1,0,0),в@,=(—-1,2,0,0),@,=(0,1,2,1),@,=(1,0,1, 
1) 89 RE ЖЖ 5 


1 -1 9 7 
ЖЖ e, = (1,0,0,0), е, = (0,1,0,0), ез = (0,0,1,0), е, = (0,0,0,1) ЖЕЖ 
RF. 


12. 求 齐 次 线性 方程 组 
= +zxz,- z, tx, 3х,=0, 
r, + z, — X4 tr, =Ü 
的 解 空间 (作为 Rs 的 子 空间 ) 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
13. 在 R[ xz],( 低 于 4 次 的 实 多 项 式 和 0 构成 的 集合 ) 中 定义 内 积 为 (了 ,8) 
= f! 7z)g(z)dz, 求 证 R[z], 是 欧 氏 空间 ,并 求 它 的 一 组 标准 正 交 基 ( 由 基 
1,zx ,x7 ,zz 出 发 作 正 交 化 ) 
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14. ix V E— n EKRE IH ,a 750 是 V 中 一 固定 问 量 . 

1) EĦ: V = ixl(x,a)-0,x€ VI Ж V 的 一 子 空间 ; 

2) 证 明 : V, SEXE T n 7 1. 

15. 证 明 : 奇 数 维 欧 氏 空间 中 的 旋转 一 定 以 1 作为 它 的 一 个 特征 值 . 

16. 证 明 : 第 二 类 正 交 变换 一 定 以 -1 作为 它 的 一 个 特征 值 . 

17. it 6,,6,,6,,£, E 4 ЕКЕ 75 [8] V 的 一 组 标准 正 交 基 ;k, =28 - в, + 
8,, G, = Е, +22; + £,. 

1) K a, а, Е НР 2518] L (а, ,а,) B) — ЕЕЗ Ж; 

2) Ж В= 26е, + 3е, – 7е, + 4e, TE 1 (а, ,а,) КЕЛЕЙ. 

18. ЗЕЕ БЕЮРЕ A CN 


А = 


1 
0 6 -2|. 
1 


1) 判断 A 是 否 为 正定 矩阵 ; 

2) 设 V 是 实数 域 上 的 3 维 线性 空间 ,V 上 的 一 个 双 线 性 函数 f(a p), fE 
V 的 一 个 基 ci ,a, ,Ci3 下 的 度量 卸 阵 为 A ,证 明 (a, В) V 的 一 个 内 积 , 并 且 
KE V 对 这 个 内 积 所 成 的 欧 氏 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 

19. BA В"? 72518] = 1(А,,А,), ЖФ 


А = |, Ni лз ={\ |. 
0 0 1 1 
Ж W- 的 一 组 标准 正 交 基 . 

20. 8 a,,a,,:7,a, п 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 基 , 证 明 ; 这 组 基 为 标准 正 
交 基 的 充分 必要 条 件 是 对 于 V 中 任意 两 个 向 量 @ = та, + + х,а, B= уа, 
+++ уа, ,有 (a,B)= ry tut ry. 

21. 设 a,,:7 0, 为 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 基 . 证 明 这 组 基 是 标准 正 交 基 的 
充分 与 必要 条 件 是 ,对 V 中 任意 向 量 @ 895 0a-7(a,2,)a, + (а,а,)а, ++ 
(@ ,0,)a,. 

22. $ a ,0;,…,0, 是 欧 氏 空间 V 的 一 组 线性 无 关 的 向 量 , В,, B. LL В, 
是 由 这 组 向 量 通 过 正 交 化 方法 所 得 的 正 交 组 ,证 明 这 两 个 向 量 组 的 格 兰 姆 行列 
式 相等 , 即 

(а; ,а,) (aisa) UT (a, ,a, ) ( B, 7: ( B , £1) n0 ( 8 ‚В, ) 
(azsa) (а»,а,) Ut (a,,a,) _ ( B, , B4) (2,2) n (8; , B.) 


(a, ‚а|) (а,,а,) "t (a, ,a, ) ( B, , Bi) ( 8. , B, ) "t (8, . B.) 
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= (В, ,В,) (В, , В.) CB, p.) 
23. it a,,0a, a dé X EC [8] V 的 一 个 标准 正 交 组 .证 明 : 对 于 任意 а 


€ V, FA 6 385 У: >, (a,a,) xal. 
24. 证 明 : 实 系数 线性 方程 组 > a;i — b ,1=1,2,: п 有 解 的 充分 必要 


条 件 是 向 量 = (5 ,5 ,…,6.)ER" 与 齐 次 线性 方程 组 > ar, 70,1 1,2, 
un MARS BL IE 4 | 

25.19 V,, VÆ n 维 欧 氏 空间 V 的 线性 子 空间 , 且 У, ЮА ЛУТ V :的 
维 数 .证 明 :V, 中 必 有 一 非 零 向 量 正 交 于 Vi 中 一 切 向 量 

26. 记 M, (ROBUR n 阶 实 方 阵 在 通常 的 运算 下 形成 的 向 量 空间 . 记 S 为 
所 有 n 阶 实 对 称 方 阵 所 构成 的 集合 , T 为 所 有 nn 阶 实 反 对 称 方 阵 所 构成 的 集 


y^" 
- - 


1) ЖИЕ S, T Æ M, (В) LT 23 [B] ; 


2) 将 M, (RR) 中 两 个 元 素 (a, ) 和 (5b,) 的 内 积 定义 为 S У) ab, ERE 


i=l j=l 


M, (有 R) 就 成 为 内 积 空间 .求证 在 这 个 内 积 空间 中 S RIT 互 为 正 交 补 . 

27. KE У H 4 ЖЕ S 8], Eg ,sg,,8g;,8, 为 Y 的 一 组 标准 正 交 基 , 子 空间 
V,-L(a,,a,), ЖФ а, = 8, +е,,а, = є, +E - € K Vi. 

28. 设 Vi 为 п 维 欧 氏 空间 V 的 子 空间 ,a € V ШЕН: V PA EE In] 
E co ,使 @ 一 @0 与 Vi 中 任 一 问 量 正 交 . 

29. 设 Qi,0,,…,Q, 为 有 限 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 标准 正 交 组 ,对 任意 


aE V, A > (ao) = |а |* ЕВ :а,,о,, `0, E V 的 一 个 基 . 
i=1 | 


30. 设 V Jj n 维 欧 氏 空 间 . 证 明 : 如 果 V, 5S VÆ V 的 r #72518], a, 
…, ,与 bl,…,p, 分 别 为 V1 与 V, 的 基 . 则 有 一 个 线性 变换 x 使 sa = B. (i1, 
2,,r). B £€ Vi 时 有 EEVz. 

31. 证 明 : 如 果 < 是 对 称 变 换 , 那 么 < 的 不 变 子 空间 的 正 交 补 也 是 % 的 不 
变 子 空间 . 

32. 欧 氏 空间 中 保持 距离 不 变 的 变换 是 否 一 定 是 线性 变换 ? 

33. 1) 设 a, B 是 欧 氏 空间 V 中 两 个 不 同 的 单位 同 量 .证 明 ; 存 在 一 镜面 肥 
BI %%, 使 
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2) 证 明 :?” 维 欧 氏 空间 V 中 任 一 正 交 变换 都 可 以 表示 成 一 系列 镜面 反射 的 
乘积 . 

34. 设 x XR EK IB] V 的 一 个 变换 , 且 对 V 中 任意 向 量 @ ,B PIS a, В) 
-(a, xf) .I]: iu РО? 

35. R А,В 为 n REXER, НІА |= – IBI ,uEBT: [A + BL =0. 

36. BA n ERE IKE IB] V 的 一 个 标准 正 交 基 为 6,,05,77,6,. H. 

a, = @, +20, * + па, E LAE La — а + k(a,a,)a,(a€ У, ЕЗ3). 
1) 验证 % 是 线性 变换 ; 
2) Ж wy 在 标准 正 交 基 ai ,0,,…, 0, 下 的 矩阵 A; 


3) 证 明 EIE RETE BEI TE DE ARMOR LE r: 


37. Wt 3 为 欧 氏 空间 V 的 两 个 线性 变换 , 且 对 于 V 中 任意 向 量 w , 均 有 
(Za Ча) = (За, За). 

ШЕВ. У, = (У) 5 У, = (1) 81. 

38. 设 C[:] 为 复数 域 C 上 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 全 体 再 添上 零 多 项 式 构 


成 的 线性 空间 .对 VY Fi),g(Ci)ECE ,定义 (f(2),g(#))= 5 flijgli). ИЕ 


明 ( f(z1),g(z)) 为 内 积 , 从 而 Cle], 9 P i). 
39. EA: HEZE V 的 任意 元 素 a ,8 #85 (0, B), a)S(a,a) p.p), 
目 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a 5 B 线性 相关 . 
40. 求 下 列 方程 组 的 最 小 二 来 解 
0.81х+0.24у›=0.50, 
0.69z +0.33y=0.29, 
0.71x +0.57y=0.45, 
0.172 +0.76y=0.14. 


89.4 3 Ë 8 £ 5 R N 


1. 1) 不 构成 欧 氏 空间 , 取 «=(1,—1),И(е,а)<0. 
2) 构成 欧 氏 空间 . 
3) 不 构成 欧 氏 空间 ,例如 取 a= В 0, 651, W (ka , Boc Ca. В). 
4) 不 构成 欧 氏 空间 ,例如 取 a= (1,2) 8E, Ca а) <0. 
5) 构成 欧 氏 空间 ， 
2. D ЖЕ. Ж a —(1,0,--,0- B, 8 (72a, B) -2(a, В). 
2) KE. а= (1, – 1,0, --.,0) 50,9 (а, а) = 0. 
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3) 是 . 
4) 是 . 
3. а550,1Е &z51,B— а (а, В) >20, B=-a, (а, В) <0. 


4. CA fom Sa fom mif. 
5. 直接 利用 柯 — 布 不 等 式 证 明 . 


6. 管 :1) 3 2) 4 
7. 答 : 不 一 定 . =0, 对 xZ0,(x,x)=0. 
8. 提示 :利用 三 角 不 等 式 . 
9. 提示 :1) (y,y)=0, W y=0. 
2) (T, *;,,0) -0,Cy, – У, 01.7 У) 70, Y,- v, - 0. 
10. 方法 1. 直接 验算 符合 定义 . 
方法 2. 证 由 £ ,8 ,83 到 a, a, , a, PIER yp g IET Ж ВЕ. 
2 1 0 -1 
1 2 -1 0 
0 -1 2 1| 
-1 0 1 3 
12. 答 : 解 空间 的 一 个 基础 解 系 : 
а, = (0,1,1,0,0), а,=(-1,1,0,1,0), а, = (4, - 5,0,0,1). 


3 


3) cos ' 


3 


11. €: 


_. 1 1 1 
标准 正 交 基 : = —(0,1,1,0,0), = ——( - 2,1, ~- 1,2,0), = —= (7, 
1; 2 | n2 10 | 13 515 
-6,6,13,5). | 
13. 答 m, 2 -V6 z, y, = (32 -1),1, = (Sz - 3x). 


14. 2) 提示 :把 a 扩充 为 V BJiE2 3X ,a,m sos, AAN, a)=0,i = 
2,3,+е,п, УД n € Vi, i-72,3, 7n. Vp Ce V, В, [H n, 1，…, 1, 线性 
表示 ,因此 mg... m P V Е. 

或 证 :把 e 扩充 为 V 的 正 交 基 @ ,和 ,…，,19y , 亦 即 q, € V,,i=2,3, п, 
W dim V, 2n-1,X a€ V, V, V.W dim У, = п – 1. 

15. 提示 : 设 旋转 在 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 A = (a, ),<, n 为 奇数 DU 
|-А|=(—1)*]А|=-1. 

Е-А|=|АА-А| = | -А1-1Е-А |= -|Е-А|=ә|Е-А |= 0, 81 
是 4 的 特征 多 项 式 |4E - AIBJ—THB. 

16. 提示 : 设 第 二 类 正 交 变换 在 一 组 标准 正 交 基 下 的 和 矩阵 为 4 , 则 
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—E-A|=]| -AA -A|=|A|: | -E-A |= -!- E- AI, Bk 
i- E- Al-0,Rl - 1 是 |4E 一 A 和 | 的 一 个 根 . 
1 1 
17. 75:1) у = (28, - g, + €,), Y =——— (4e, * 136, + 5&,). 
1 /6 1 3 4 2 / 210 1 3 4 
2) L—(a,,0,) BEA В, = 26, — g. + є,, В, =4e, + 1386, + SEs 扩充 
为 V — 8 1Е5 8:6, =28, — Е, + &,, B = 4=‚ + 136, + 58, , f, = &;, В, = Зе, 


+ Е; - 9£,. 
В = 22, + 3е, – 7е, + 4e, Æ 1 (а, ,а,) E BJ IE Я S а= (198, ~ 328g, + 


5є,). 

18. 1) 是 ,经 计算 知 各 阶 顺 序 主 子 式 都 大 于 0. 

2) 用 定义 验证 可 知 (а, В) V 的 一 个 内 积 . 由 于 4 正定 ,故人 存在 可 逆 矩 
EE C IB C'AC= E.Z (е, ,е,,е,) = (а, ,G,,G,)C,W| е, ,е,,е, № — “ЕТЕ 
交 基 . 


Хү X3 


19. 提示 : 设 A= | ew: nn 


Хз җ 
арс +т,=0, 


(A,A,)= ху + xX3+ zx, =0. 


1 -1 
解 之 得 一 个 基础 解 系 (1, -1,1,0), (1, -1,0,1), 从 而 в, = |, IDE 


] -1 P _1{[1 -1 _ 1 1 -1 
, | | 是 基 . 正 交 化 单位 化 ,得 р, xl нЕ La | 


20. 提示 :必要 性 显然 . 
757) fE:a, =O`a,+- 1*0, + +0.@,, 则 
0,35 15©®], 
1,25 i=j. 


(a,,0,)— 


21. 提示 :必要 性 4w a, ) = k,. 
充分 性 :a, -0-a + +1а ts: +0-а,, 
a8,-(08,,0,)0,*:- + (a,,0,)0a, += + (a,,0,)0,. 
Н РЕТ ЗЕЕ (а, ,0,) 7 1,(0,,0,) 20, ij. 
22. dia; t В, t tabte t t. В, B 


_ (а,,В,) 
其 中 ^ 0. BY 


23. 提示 :将 1,… ,a 扩充 成 V 的 一 个 标准 正 交 基 а, уа An, 
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VacV,au-hk,.a,t:-tk,a,. 
> (a.a) = У (кат “+ka,,a,) = Уы 


а |= (а, 6) = У) kl У) k? = У) (аа. Y. 
24. 提示 : 设 方 程 组 


or D 
的 系数 矩阵 A KIRANA EE PEE 
> a; T; — @ 


BJ A RUE ЕН 4T pn] Ж, 
У\/=[,(@,,@,,,@„), 


ji » ат, = 0 的 解 空间 为 V+ DAE ES B RE B os, 0, a, 线性 表示 名 pe 
vep. У) 20, 

25. Ёт: V = УФУ, dim У, = S,dim У, = t,s«t,dim Vi =n- 
s:$ V,= VN V, ,n2:dim( V, + У) = dim У, + dim Vi - dim( V, N V1) 
-ttn-s-dim V;, 因 此 dim V,Z:—- 5 >20. У, 5 10|, Oz a € V, , | a€ 
У,,ає у, a 与 Vi 中 一 切 向 量 正 交 . 

26. 提示 :利用 定义 证 . 

27. Ж. V+ = L(la,,a,),#rH æ, = — E + £,,0,— 8,. 

28. 提示 :只 要 证 存在 唯一 向 量 a, € Vi ,使 a a € VI .存在 性 :V= V,, 
中 Vi,w=w+polEcVv,pEGVT,a-a=pEVL. 

HE: FLA goE Vi,a- a, 5S Vi 中 任意 向 量 正 交 .(g-eai)-(a- 
&,)-0a8,-0,5 V 中 任意 向 量 正 交 ,又 а-а, Є У, , (а, –- а, ,а, –-а,) =0, 
所 以 а, = m. 

29. 提示 : 令 W-L(a,,--:,a),V- МФУ, REIH W- = |0}. 


СУ, а = > аа *B.pew., > (а,а,)%= Y а, lal? = У) а: + (p, 
В), RC. p- 0,B=0. 
30. 提示 : 设 «у, 0 和 户 : BLA AVES Vr 与 Жа 的 基 ; 则 0O,,.777, 
G ,G@ 10 与 88 有 都 是 六 的 基 , 和 定义 жа. = B,(i-l,', 
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л), xa, = В (j-l,-,r), VEC Уг, ё = Аа ++ bk G. | E = 
ki Basi tuti B.S М5. 

31. fs: V e€ V,,Y€ Vi ,АЯАЖйЕ(«, ./y)= 0, za — Б, BEV, F 
(G ,3y)= (SGm,y)=(B.,y)=0. 

32. 不 一 定 . 例 如 定义 we = a+7Y, 其 中 为 欧 氏 空间 中 的 一 固定 非 零 向 
量 , 允 保持 距离 但 不 是 线性 变换 ,因而 也 不 是 正 交 变换 . 

33. 1) (a,a)=(B,B)=l,a - B0, W ir mal S 
Мх = х 2(х, 9), Ш 8r S SLE а = В. 

2) 2 x V НЕ-Е, 1,5,6, 58 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 则 g, = 
ÁE, N, = e, d.d V 的 一 组 标准 正 交 基 . 

# x 是 恒 等 变 换 , 作 镜面 反映 #х=х—2(х,®,)в,,ЙЇ Ze, = -gE , 2e = є, 
(3=2,3,:--,п). ШЕ У= 22. 

# x 不 是 恒 等 变 换 , 设 e An, H gs, ,4 是 两 个 不 同 的 单位 向 量 ,由 1) 知 
存在 镜面 反射 18 6 e = n ç €s = 5,72,3, n Er 6,=1р,)=2,3, 
un M w= %, 结 论 成 立 .否则 可 设 6,75 m, ,再 作 镜 面 反射 02: x = x -2(x, 
Š; — 1, 
16 — 2 | 


7) ү. = ,于 是 «,2,=р,,Н <,n, = n, ,3⁄22 FX: 
. A Ka 

5E1 E230 En —— Th. 23 Ea m o 15 o 57S 5,00 PE PR 98s, 
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34. 答 :%% 必 为 对 称 变换 ,因为 可 以 证 明 ЕЗ. 

(эв, B) = (a st ^B) = (^ a, p), 
(y Жа + B) = (S y, a+ B)= Cur ota + AB), 

(Жа+ В), Ka+ B) = (а + В), а + э) = (Ga AB, ча x), 
(sf(a + B) - (ofa + В), (а + B) – (a + 2g))= --- = 0. (а + В) = 
жа + AB. | | 

L(A ka)- Р.а, (ра) – Ра) —0O, dd (bka) = k Za. 

35.|A+B|=|(A+B)]=]A +B |,| А||А+В|=|АА' +AB |, 
ВА + В| = | ВА’ +BB | = |(BA +BB ) |= | АВ’ + BB ' | .H AA = BB = 
Е,( AI - IBDIA* Bl 20,1IA-* В| =0. 

36. 1) 路 . 

2) А=Е+ Epp ,其 中 p=(1,2,:: п). 

3) A NIE 28 48 A À = ЕЕ +288 +k ВВВ) В = ESRQ- ВВ) = 

` 318 · 


2 _ _ 2 
Bp 2 +22 +... + рі: 

37. 提示 : 令 oia За, сж V 8] У, рУ. 

# ча = ЯВ, (3 (а – В), Zla - В)) -CG(a- В), (а – В)) = 0, За = 
АВ, с 是 映射 旦 显然 是 满 射 . 

E we 天 xp, 则 必 有 %a 关 BP,o 是 一 一 对 应 .又 可 以 证 明 保 持 加 法 、 数 乘 、 
PR. 

38. 根据 定义 证 明 ( 略 ). 

39. 提示 : 厂 & 与 线性 无 关 , 则 对 任意 复数 1 有 @+ ih 隆 0, 从 而 

0€ (a + ,в+@)=(в,ов) +: (а, В) * t(B,a) +“ (B.B). HR г = 


(a, p) 48. , (a, p) 
(Gi By "代入 上 式 得 :0< Ca a) (g, gy P 9) f 


(а,В)(В,а) < (а,а)‹В, В). 
若 a 与 BB 线性 相关 ,不 妨 设 p= ра, (а, В) (В, а) = (а, а) (В, В). K Z, 
(а, В)(В,а) = (а, а) (В, В), W5 B — 0 时 该 式 成 立 ,此 时 a 5 B ТЕЛ; 


M В-20 时 ,有 {a 0909р, а t) = 0, 故 a 一 тыл. 与 线性 
相关 . 


40. 答 : 解 方程 组 


0602 + kB B=0Sk= 一 


MAMMA 
0.94x + 1.07у= 0.58, 
得 х=0.55, у= 0.06. 
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